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УДК 517.51                                            Математика 

 
О ПОРЯДКОВОЙ ТОЧНОСТИ НЕРАВЕНСТВ ТИПА МАРШО  

В ПРОСТРАНСТВАХ  )( m
p TL  

Н.А. Ильясов 
(Представлено академиком НАН Азербайджана А.Д. Гаджиевым) 

 
 Установлена порядковая точность  на заданном классе неравенств типа Маршо для  

полных модулей гладкости функций и их производных в пространствах )( m
p TL . 

           
Ключевые слова: полный  модуль  гладкости, полное наилучшее приближение, неравен-

ства типа Маршо, точность в смысле порядка на классе 
 

В заметке используются следующие 
обозначения: mR m- -мерное евклидово про-
странство точек ),...,( 1 mxxx = , 1³m , 

2122
1 )...( mxxx ++= , mmT ],[ pp-= – m -мерный 

куб периодов; ¥<£ pTL m
p 1),( , – пространство 

всех измеримых p2 -периодических по каждой 
переменной функций RRf m ®: , для которых 

)( m
p TL - норма p

T

pm
mp m

dxxff 1
,

})()2{( ò-º p
  ко-

нечна,  )()( mm TCTL º¥  – соответствующее 
пространство непрерывных функций с равно-
мерной нормой ;}:)(max{

,
m

m
Txxff Î=

¥
 

),( mr
p TW  ¥££Î pNr 1, , – совокупность 

всех функций )( m
p TLf Î , имеющих почти 

всюду производные )()( m
p TLxfD Îa

 при 
,0 r£< a  где ),,...,( 1 maaa = ),,1( miZi =Î +a

aaaaaa xxfxfDm ¶¶=++= /)()(,...1
 

( ) ;)()(0 xfxfD º mpl f .);( dw – полный модуль 

гладкости l -го порядка функции :)( m
p TLf Î   

},,:)({sup);(
,. ddw £Î×D= hRhff m
mp

l
hmpl

,NlÎ ),0[ ¥Îd , где )(xfl
hD  –  конечная 

разность порядка l  функции f  в точке 
mRxÎ  с шагом h ; ll d WºW ],0( – класс 

функций )(dww = , определённых на ,],0( d  
2/1md p= ,  и  удовлетворяющих условиям: 

)0(0)(0 ¯¯< ddw  и  ¯- )(dwd l )( ­d . 

Очевидно, что если lWÎw , то последова-
тельность ¥

== 1}{ nnw w , где Nnndn Î= ),/(ww , 
удовлетворяет условиям:  00 ¯< nw )( ¥­n  
и )( ­­ nn n

lw . 
Для заданных чисел ),0[),,1[ ¥Î¥Î sl  и 

последовательности  Rzz ⊂}{= n  ,0( >nz  
,...)2,1=n  положим 

,)()(
1

/11)(
, å =

-=
n

n zzU
n

ll
n

lsl
s n { }, ¥Î UNn

å¥

+=

-=
1

/11)(
, )()(

nn zzV
n

ll
n

lsl
s n . 

Теорема 1. Пусть ,1,1 ³¥££ mp  
),( m

p TLf Î ,+ÎZr ,, Nkl Î  ,rl >  
{ }p,2min=q  при ¥<p  и 1)( =¥q , 

¥
== 1, })/;({ nnw mpl dfz  и ¥<¥ )()(

, zU r
q  при 0>r ;  

тогда )( mr
p TWf Î  при 0>r  и справедливы 

оценки ( NnÎ ): 
1)  ),,,(max 1,0
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a

a
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q
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+
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£¥
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mpl ndfmprklC ,3 )/;({),,,,( w£  при ;r 0=  

)z(V )(
r,n
q  при }0>r . 
Замечание 1. 1) В случае ограниченных (в 

частности, непрерывных) на отрезке RÌ]1,0[  
функций оценка сверху ),( dw fk  посредством 

),( dw fl  при lk <  впервые доказана А.Маршо 
(см.[1], п. 2.4.21; см. также [2], п. 3.3.2, [3], § 3.3), 
где :)({sup);( xff l

hl D=dw  ,10 hlx -££  
lh /10,}0 £<££ dd ; им же доказана 

оценка сверху );( )(
1 dw rf  посредством 

);(1 dw fr+  (см. [1], п. 2.5.28). Указанные оцен-
ки  другим методом были получены в [4], § 4, 
пункт 10, где также была установлена оцен-
ка сверху );( )( dw r

k f  посредством );( dw fl  
в случае rklNr +³Î , . Пример функции 
(непрерывной на отрезке ]1,0[ ), показываю-
щий, что оценки сверху );( )( dw r

k f  посред-
ством );( dw fl  в случае klr >= ,0  и  NrÎ , 

rkl +=  являются точными в смысле поряд-
ка, приведен в [5] (см. также [3], § 3.3, § 3.5). 

2) В случае )( m
p TLf Î  неравенства, при-

веденные в пунктах 1) и 2) теоремы 1 (за ис-
ключением неравенства £mpk f ,);( dw  

mpl
lk f ,);(2 dw-

 из пункта 2) при klr <= ,0 ) 
доказываются привлечением прямых и об-
ратных теорем теории приближения перио-
дических функций при 1=m  и их многомер-
ных аналогов при 1>m  (см., напр., [6],       
теоремы  A  и B ;  там  же  приведена   биб-
лиография). Оценка в 1) следует из неравен-
ства (2)   [6; теорема ]A  в силу неравенства  

mplmpnn ndfmlCfE ,4,1,...,1 )/;(),()( w£--  
(см. [6; теорема B , неравенство (6)]):   

£
=

)(),,(≤max )(
,∞5,

yUmprCfD rmpr

qa

a
 

)()(
,45 zUCC r
q
¥××£ ,  где ¥

=--= 1,1,...,1 })({ nmpnn fEy ,  

mpnn fE ,1,...,1 )(--  – полное  наилучшее в метрике 

)( m
p TL приближение функции f  тригономет-

рическими полиномами порядка  +Î-£ Zn )1(  
по каждой из переменных mixi ,1, = . Оценка в 

2) при klr >= ,0  и  ,0>r  rkl +>  следует 
соответственно из неравенств (1) и (4) [6; 
теорема A ]  в силу неравенства (6)   [6;  тео-
рема B ] :  

£
= mpkr

ndfD ,)/;(max a

a
w  ),,,(6 mprkC ×  

{ £+×´ +
- )}()( )(

,
)(

, yUnyVr rkn
k

rn
qq

)}()({ )(
,

)(
,46 zUnzVrCC rkn

k
rn

qq
+

-+×××£ , NnÎ . 
Оценка в 2) при ,0>r rkl +£  устанавли-
вается с помощью неравенства (3) [6; теоре-
ма A ] , неравенства (см., напр., [7; замеча-
ние 6]) mpk g ,);( dw

mpk

kk gDm
,

max g

g
d

=
£  

))(( mk
p TWgÎ , неравенства (6) [6; теорема B], 

неравенства  
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=
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l
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m
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l ndfn ,)/;(w  

при rkl += (при 1=m  и 

¥=p  см. [8] , теорема 3, неравенство (4.5)) 
и свойства почти убывания mpl

l f ,);( dwd - с 

постоянной :2l
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где );()(
; ×fT m
pn – полином полного наилучше-

го приближения функции f  в метрике 
)( m

p TL : .)();()( ,,...,,

)(
; mpnnmp

m
pn fEfTf =×-×  

3) Оценка, приведенная в пункте 3) тео-
ремы 1, представляет собой уточнение в 
случае ¥<< p1  оценки из пункта 2) 
при klr <= ,0  и rklr +<> ,0 . Оценка в 
3) при 1=m , 0=r  установлена в [9; теорема 
3, левая оценка в (6) на с.20]; доказательство 
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приведено в [10; § 1.3, теорема 1.3.3, доказа-
тельство неравенства (1.70) на с.43-46] 
(см.также [11; предложение 1.16, (1)], [12; 
неравенство (7) на с.41], где приводится ко-
роткое доказательство указанной оценки). 
Оценка в 3) при 1=m , 0>r  получена авто-
ром в [12; неравенство (18) на с.43]. 

При 1>m  для доказательства оценки в 
3) привлекаются m -мерные аналоги соот-
ветствующих одномерных результатов. В 
случае 0=r  (см. также [11], [12], случай 

1=m ) необходимо привлечь правую оценку 
в (9)  [9  ;  теорема 5]  (см.также [10  ;  теорема 
2.4.3, неравенство (2.67) на с.119] ,  [6;  тео-
рема A , неравенство (1)]), применить нера-
венство Харди [13; с.308, теорема 346] при 

)11)(,1/(2 >+->Þ¹ bqb lkp  и изменить по-
рядок суммирования при 2=p )1/( =Þ qb , 
а затем воспользоваться левой оценкой в (9) 
[9 ; теорема 5] (см. также[10 ; теорема 2.4.3, 
неравенство (2.66) на с.118], [6; замечание 
10, неравенство (10) при 0=r ]):  
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)(
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,)/;( ,mpl
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В случае 0>r  следует применить оцен-

ку в 3) при 0=r  и воспользоваться оценкой 
в 2)  при 0>r  и rlk -=  (см. [12] , неравен-
ство (18) на с. 43): 

 

.)(),,,(),,0,,(

)/;(max),,0,,(

)})/;(max({

)(
,23

,3

1,
)(

,
)(

zVmprllCmpkrlC
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q
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a

n
a
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b
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£-£

£
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¥
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4)  Оценки,  приведенные в пункте 2)  
теоремы 1, принято называть неравенствами 
типа Маршо в )( m

p TL . Эти оценки допус-
кают эквивалентную формулировку в инте-
гральной форме записи (см., напр., [14; 
предложение 2]). Имеется обширная литера-
тура, посвященная получению и развитию 

разных методов доказательства подобного 
типа оценок в различных функциональных 
пространствах. Специфика пространства 

)( m
p TL  позволяет использовать известные 

неравенства теории приближений, что и бы-
ло отмечено в схеме доказательства, приве-
денной в пункте 2). 

Для заданных Nlmp Î³¥££ ,1,1  и 

lWÎw  обозначим  
]}.,0(),();(:)({][ ,, dfTLfH mpl

m
p

l
mp Î£Î= ddwdww

 Теорема 2.  Пусть ,1,1 ³¥££ mp  
,,,, rlNklZr >ÎÎ + lWÎw , ¥

== 1}{ nnw w  и  
¥<¥ )()(

, wU r
q  при 0>r ; тогда ( NnÎ ) 

1)  È
Ç

£<
Î ]}[:max{sup ,,0

wa

a

l
mpmpr

HffD )()(
, wU r
q
¥ ; 

2) È
Ç

=
Î ]}[:)/;(max{sup ,, ww a

a

l
mpmpkr

HfndfD
 
 

)/({ ndw        при 0=r , kl £ ;  
 )()(

, wUn kn
k q-

  при 0=r ,  kl > ; 

)()(
, wV rn
q          при 

;,0 rklr +£> +)()(
, wV rn
q )()(

, wUn rkn
k q

+
-   при  

0>r , }rkl +> ; 
3)  при  rklp +<¥<< ,1   и },2max{ p=b  

  ¥
==-

-- :)})/;(max({sup{ 1,
)(

,
)( nw n

a

a

b
mpkrrln

rl dfDUn
 

[ ]} )/({, ndHf l
mp ww È

ÇÎ   при )(;0 )(
, wVr rn
q=  при 

}0>r . 
 

Замечание 2. 1) Оценка сверху в 1) имеет 
место в силу 1) теоремы 1;  оценка снизу реали-
зуется функцией ][);;;()( ,

1
13 ww l

mpHmpFC Î×-  
(см. ниже 1) и 3) леммы 1 ). Из утверждения 1) 
следует, что условие ¥<¥ )()(

, wU r
q  при 0>> rl  

необходимо и достаточно для справедливости 
включения )(][,

mr
p

l
mp TWH Ìw . 

2) Оценка сверху в 2) непосредственно 
следует из неравенств 2) теоремы 1. Оценка 
снизу в 2) при  0=r , kl < реализуется ин-
дивидуальной функцией 

][);;;()( ,
1

20 ww l
mpHmpC Î×F-  в случаях ,1=p  

¥=p  (см.  ниже 2)  леммы 2  при 0=r ) и 
семейством функций 

[ ]ww l
mpnn HmpC ,1

1
23 )};;;(){( Ì×Y ¥

=
-  в случае 
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¥<< p1  (см.ниже 2) леммы 3 при 0=r ). 
Оценка снизу в 2) при 0=r  и kl ³  реализу-
ется индивидуальной функцией 

][);;;()( ,
1

13 ww l
mpHmpFC Î×-  в случаях 

klp =¥££ ,1  (см. ниже 1) леммы 1 ; при 
¥== pp ,1  см. также 1) леммы 2) и 

,1 ¥££ p  kl >  (см.  ниже 2)  леммы 1  ).  При 
0>r  оценка снизу в 2) реализуется функци-

ей  ][);;;()( ,
1

13 ww l
mpHmpFC Î×-  в случае 

rklp +³¥££ ,1  (см. ниже 4) леммы 1), 
функциями ][);;;()( ,

1
13 ww l

mpHmpFC Î×-  (см. 
ниже 4) леммы 1)  и 

][);;;()( ,
1

20 ww l
mpHmpC Î×F-  (см. ниже 2) лем-

мы 2 при 0>r ) в случае ¥== pp ,1  и 
rkl +< , функцией 

 ][);;;()( ,
1

13 ww l
mpHmpFC Î×-  (см. ниже 4) 

леммы 1 ) и семейством 
 ][)};;;(){( ,1

1
23 ww l

mpnn HmpC Ì×Y ¥
=

-   (см. ниже 
2) леммы 3 при 0>r ) в случае  ¥<< p1  и 

rkl +< . 
3) Оценка сверху в 3) непосредственно 

следует из неравенства 3) теоремы 1; оценка 
снизу в 3) реализуется индивидуальной 
функцией ][);;;()( ,

1
13 ww l

mpHmpFC Î×-  в си-
лу 5) (случай bl == ,0r ) и 6) (случай  

0>r , bl = ) леммы 1. 
 

Лемма 1. Пусть   ,1,1 ³¥££ mp                          
),(,,,, rklrlNrkl +-=>Î r ),1[ ¥Îl ; для  

каждой функции lWÎw  существует функ-
ция )();;;( m

p TLmpF Î× w , обладающая сле-
дующими свойствами: 

1) ),(),();()(),,( 13,12 dwdwdw plCFmplC mpl ££  
в частности, при ¥=p   £)()(14 dwlC  

;],0(,)()();( 15, dlCF ml Î££ ¥ ddwdw  
2) mpkkn

k ndFmpklCwUn ,16
)(

, );(),,,()( wq £-  
при Nnkl Î> , ; 

3) ¥<ÛÎ ¥ )()( )(
, wUTWF r

mr
p

q , при этом 

)(max )(
,,

wUFD rmpr

qa

a ¥
È
Ç

=
 ; 

4)  если ¥<¥ )()(
, wU r
q , то    

≤)()()( )(
,

-)(
, wUnwV rkn

k
rn

qq rc ++ ´),,,,(17 mprklC  
mpk

r
ndFD ,)/;(max{ a

a
w

=
´   при ;rkl +³  

+
= mpkr

ndFD ,)/;(max a

a
w )/( ndnrw  при 

}rkl +< , NnÎ , где 
{ }01;00)( >£= rrrc припри ; 

5)  )/()})/;(({ 1,
)(

, nddFUn mpkln
l wnw n

l È
Ç

¥
=

-  
при kl < , NnÎ ; 

6)  если ¥<¥ )()(
, wU r
q  и krl <-<0 , то   

  

´£ ),,,,,()( 18
)(

, lq mprklCwV rn

.),})/;(max({ 1,
)(

,
)( NndFDUn mpkrrln

rl Î¥
==-

--
n

a

a

l nw
 

 
Замечание 3. 1) Утверждения 1) (правая 

оценка), 2), 3) и 4) (случай )rkl +³  леммы 
1 при 1=m  анонсированы в [15; лемма 3] . 
Лемма 1, пункты 1) - 4),  при 1=m  доказана 
в [11; лемма 3.8 и предложение 1.2]; там же 
приведена подробная библиография. Полное 
доказательство леммы 1 при  1=m  приве-
дено в [12; лемма 5].  

 

2) При 1>m  утверждения 1) - 4) леммы 
1 доказаны в [14; теорема 1] , а утверждения 
5)  и 6)  доказываются аналогично тому,  как 
это было сделано в [12] (см. там доказатель-
ство 5)  и 7)  леммы 5  )  при 1=m . В случае 

1>m  полагаем (см. доказательство теоремы 
1 в [14], с.48-52) =);;;( wmpxF  

)),;;(...);;(()/1( 010 ww pxfpxfm m++×=  где 
функция )(0 TLf pÎ  является искомой при 

1=m . Отметим также, что при доказательстве 
леммы 1 существенно используются сформу-
лированные в [6] лемма 4 (см. там также заме-
чание 8) и лемма 1 (см. там также замечание 3). 
 

Лемма 2 (см. также [6], лемма 2 и заме-
чание 6). Пусть 1,1 =³ pm  либо ,¥=p  

,, Nkl Î lZr Ww∈,∈ + ; существует функ-
ция  Î×F );;;( wmp )T(L m

p  такая, что: 
1) );()(),( ,19 plC mpl

Î£

£F£

ddw

dwdw
 

];,0(),(),,(20 dmplC Î£ ddw  
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2)
 

( ) ,)/(),,(/;max 21, ndnprlCndD r
mpkr

ww a

a
³F

=
   

если )( mr
p TWÎF  при ,0>r  .NnÎ    

 

Лемма 3   (см. также [6] , лемма 3 и за-
мечание 7).  Пусть ,1³m  ,1 ¥<< p Nkl Î∈,  

,+Î Zr lWÎw ; существует последователь-

ность функций Ì×Y ¥
=1)};;;({ nn mp w )( m

p TL  
такая, что:  

1) );()(),,( ,22 mplC mpnl

Î£

£Y£

ddw

dwdw
 

    ];,0(,)(),,(23 dmplC Î£ ddw  
2) ( )/;max ,ndD mpnkr

w a

a
³Y

=  
,)/(),,,(24 ndnmprkC rw³ NnÎ . 

  

Замечание 4. Если функция lWÎw  удов-
летворяет условию (эквивалентному lS - ус-
ловию Стечкина) : существует число ),0( lÎt  
такое, что )()()( ­¯-- ddwd tl , то оценка сни-
зу в пункте 2)  теоремы 2  в случае ¥<< p1 , 

0=r , kl <  и rklr +<> ,0   реализует-
ся индивидуальной функцией 

][);;;()( ,
1

13 ww l
mpHmpFC Î×- . 
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)( m
p TL  FƏZALARINDA MARŞO TİPLİ BƏRABƏRSİZLİKLƏRİN TƏRTİB MƏNASINDA  

DƏQİQLİYİ HAQQINDA 
 

N.Ə.İlyasov 
 

)( m
p TL  fəzalarında funksiyaların və onların törəmələrinin tam hamarlıq modulları üçün Marşo tipli 

bərabərsizliklərin verilmiş sinifdə tərtib mənasında dəqiqliyi göstərilmişdir. 
 
Açar sözlər: tam hamarlıq modulu, tam ən yaxşı yaxınlaşma, Marşo tipli bərabərsizliklər, sinifdə tərtib 

mənasında dəqiqlik 
 

 
 

ON THE EXACTNESS IN THE SENCE OF ORDER OF THE MARCHAUD`S TYPE  
INEQUALITIES IN THE SPACES )( m

p TL  
 

N.A.İlyasov 
 
The exactness in the sence of order on the given classe of the Marchaud`s type inequalities for total moduli of 

smoothness of functions and their derivatives in the spaces  )( m
p TL

 
was established.  

 
Keywords: total modulus of  smoothness, total best approximation, Marchand`s type inequalities, exactness in 

the sence of order on the classe 


