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ОПЕРАТОРНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВЫСОКОГО  

ПОРЯДКА В ВЕСОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 
 

Р. З. Гумбаталиев 
(Представлено академиком НАН Азербайджана Т.А.Алиевым) 

 
В данной работе находим условия на коэффициенты операторного пучка P(λ), которые 

обеспечивают существование и единственность регулярного решения задачи, полноту сис-
темы производных цепочек собственных и присоединенных векторов, отвечающих краевой 
задаче, и полноту элементарных решений в пространстве всех регулярных решений задачи. 
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ва, самосопряженный оператор 
    
Пусть H - сепарабельное гильбертово 

пространство, A - положительно-опреде-
ленный самосопряженный оператор с обла-
стью определения ( )D A . Обозначим через 

aH  шкалу гильбертовых пространств, по-
рожденную оператором A , т.е. 

( ) ( ) ( ) 0,,,,,, ³Î== aa
aa

a
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a HyxyAxAyxADH . 
При 0=a  считаем, что HH =0 . Обозначим 
через ( )aHRL ;2  гильбертово пространство 
вектор-функций ( )tf , определенных в 

( )¥=+ ,0R  почти всюду, со значениями в aH , 
измеримых и квадратично интегрируемых в 

( )¥=+ ,0R  и определим норму 
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Далее, определим весовые функцио-

нальные пространства. Пусть ( )¥¥-= ,g . 
Обозначим через 

( ) ( ) ( ) ( ){ }n
t

n HRLetftfHRL 222,2 ;:; Î= -g
g  и оп-

ределим в этом гильбертовом пространстве 
норму следующим образом:  
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Гильбертово пространство ( )HRW n ;2
,2 g  

определяется следующим образом: 
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 Рассмотрим в пространстве H краевую за-
дачу 

 
2 2 1

2 ( )
22

0

( ) ( ) ( ), (0, ).
n n

j
n j

j

d A t A u t f t t R
dt

-

- +
=

æ ö
- + + = Î = +¥ç ÷
è ø

å     (1) 

( ) (0) 0, 0, 1su v nn = = - ,             (2) 
 
где 0 1 10 2 1ns s s n-£ < < < £ -K , -vs целые 
числа, ( )tf  и ( )tu -вектор-функции, опреде-
ленные почти всюду в +R , со значениями из 
H ,  производные понимаются в смысле тео-
рии распределений [1], ( )12,0 -= njA j - ли-
нейные операторы в H . 

Свяжем задачу (1), (2) со следующим 
операторным пучком 

         ( ) ( ) å
=

-++-=
n

j

j
jn

n AAEP
1

22 lll .      (3) 

В дальнейшем, предполагается выпол-
нение следующих условий: 

1) A - положительно-определенный 
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самосопряженный оператор с нижней гра-
ницей 0m , т.е. ( )000 >³= * mm EAA ;  

2) операторы ( )njAAB j
jj 2,0== - -суть ог-

раниченные операторы в H ; 3) оператор 
nBE 2+  ограничен в H . 

Отметим, что при выполнении условий 
1)-3) операторный пучок ( )lP  имеет только 
дискретный спектр с единственной предель-
ной точкой в бесконечности. 

Определение 1. Если ( )0Re <jj ll -
собственные значения пучка ( )lP , то век-
тор-функции 
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удовлетворяющие уравнению ( ) ( ) 0ºtudt
dP , 

называются элементарными решениями од-
нородного уравнения ( ) ( ) 0ºtudt

dP . 

Теперь определим регулярные реше-
ния задачи (1), (2). 

Определение 2. Если вектор-функция 
2

2,( ) ( ; )nu t W R Hg +Î  удовлетворяет уравнению 
(1) почти всюду в R+ , то его будем называть 
регулярным решением уравнения (1).  

Определение 3. Если регулярное ре-
шение уравнения (1) ( )tu  удовлетворяет 
граничным условиям (2) в смысле  
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и имеет место неравенство  
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2, 2,( ; ) ( ; )nW R H L R Hu const f
g g+ +

£ , 

 
то задачи (1), (2) будем называть регулярно 
разрешимыми.  

Сперва исследуем простую задачу  
                                      

2
2

0 2( ) ( ) ( ),
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dP u t A u t f t
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( ) (0) 0, 0, 1u v nn = = - .               (5)  

 
Для исследования разрешимости зада-

чи (4), (5) обозначим через ( )xf̂  преобразо-
вания вектор-функций ( )f t  (считаем, что 

( )f t  продолжена на )0,(-¥  как ноль). После 
замены ( ) ( ) tu t v t eg=  имеем  

2
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æ öæ ö- + + =ç ÷ç ÷ç ÷è øè ø

 или   
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где 2( ) ( ) ( ; )tg t f t e L R Hg-
+= × Î . Тогда крае-

вые условия (2.20) примут вид  
 

    
( ) ( )0 0, 0, 1v nn n= = - .                      (7) 

 
Очевидно, что регулярная разрешимость 

(6), (7) в 2 ( ; )L R H+  эквивалентна регулярной 
разрешимости задачи (4), (5) в 2, ( ; )L R Hg + . 
Займемся решением задачи (6), (7) в 2( ; )L R H+ , 
т.е. когда 2

2 2( ) ( ; ), ( ) ( ; )ng t L R H v t W R H+ +Î Î . 
В данной работе мы находим условия, 

налагаемые на коэффициенты операторного 
пучка P(λ), которые обеспечивают сущест-
вование и единственность регулярного ре-
шения задачи (1), (2), полноту системы про-
изводных цепочек собственных и присоеди-
ненных векторов (с.п.в.), отвечающих крае-
вой задаче (1), (2),и полноту элементарных 
решений в пространстве всех регулярных 
решений задачи (1),  (2).  Отметим,  что для 
обыкновенных дифференциальных операто-
ров базисность некоторой подсистемы с.п.в. 
пучка М.В. Келдыша исследована в работе 
[3]. В работах [4,59] аналогичные вопросы 
рассмотрены в других пространствах на по-
луоси. В этих работах главная часть уравне-

ния имеет вид ( ) m
m

m
m A

td
d 2

2

2

1 +-  и условия 
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разрешимости существенно отличаются от 
наших условий.  

Теорема 1. Пусть A- самосопряженный 
положительно-определенный оператор, причем 

0 0( 0)A Em m³ > . Тогда при 0mg <  задача (6), 
(7) имеет единственное регулярное решение. 

Теорема 2. Пусть выполняются условия 
теоремы 1 и операторы ( 0,2 1)j

j jB A A j n-= × = -  
ограничены в H .Тогда при выполнении условия 
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а ( )jS b&  есть матрица, полученная от мат-

рицы ( )jS b  отбрасыванием первых n  строк 

и столбцов, а jm&  есть наименьший корень 

уравнения ( )det 0jS b =&  из интервала( )2
2 ,0, n

n jd - . 
Тогда задача (1), (2) регулярно разрешима в 
весовых пространствах. 

Далее, оценивая резольвенту опера-
торного пучка P(λ)  на некоторых лучах с 
использованием методики работ [2, 6], дока-
зывается 

Теорема 3. Пусть 00 mg <£  и выполня-
ются условия теоремы 1 и одно из следующих 
условий: ( )101 <<Î- pA ps  или ( )¥<<Î- pA p 01 s , 

( )njB j 2,1=Î ¥s . Тогда корневые векторы пуч-
ка ( )lP , определенного из (3), отвечающие 
собственным значениям из полуплоскости 
( ) { }gllg -<=-P Re: , ( )00 mg <£ , полны в 

пространстве 
2

12 -- jn
H . 

Теорема 4. Пусть выполняются условия 
теоремы 3. Тогда элементарные решения, 
отвечающие собственным значениям из 
( )g-P , ( )00 mg <£ , полны в пространстве 

всех регулярных решений ( ) ( ) 0ºtudt
dP  в ве-

совых пространствах. 
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BİR SİNİF YÜKSƏK TƏRTİBLİ OPERATOR-DİFERENSİAL TƏNLİK ÜÇÜN SƏRHƏD  
MƏSƏLƏSİNİN  ÇƏKİLİ FƏZADA ELEMENTAR HƏLLƏR  SISTEMİNİN 

 TAMLIĞI HAQQINDA  
 

R.Z.Hümbətəliyev 
 
Baxılan işdə sərhəd məsələsinin həllinin varlığı və yeganəliyi üçün şərtlər tapılır, ona uyğun P(λ) operatorlar 

dəstəsinin məxsusi və qoşma vektorları sisteminin tamlığı, sərhəd məsələsinin elementar həllərinin bütün requlyar həllər 
fəzasında tamlığı araşdırılıb. 

 
Açar sözlər: operator-diferensial tənlikləri, Hilbert fəzaları, qoşma operatoru 
 
 
COMPLETENESS OF SYSTEM OF ELEMENTARY SOLUTIONS FOR ONE CLASS OF THE  

OPERATOR-DIFFERENTIAL EQUATIONS OF A HIGH  
ORDER IN WEIGHT SPACE 

 
R.Z.Humbataliev 

 
In  this  work  we  find  conditions  on  coefficients  of  an  operator  bunch  of  P  (λ)  which  provide  existence  and  

uniqueness of the regular solution of a boundary value problems, completeness of system of derivative chains of eigen 
and associated vectors answering to a boundary value problems, and completeness of elementary decisions in space of 
all regular solutions of a problem. 

 
Keywords: operator-differential equations, Hilbert spaces, self-adjoint operator 


