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ОБ ОЦЕНКЕ ЧИСЛА ТОЧЕК ОТРИЦАТЕЛЬНОГО СПЕКТРА  

ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ 
 

Член-корреспондент НАН Азербайджана Р.В.Гусейнов 
  

Рассматривается эллиптический оператор высокого порядка, обобщающий ста-
ционарный оператор Шредингера. При определенных условиях на коэффициенты и потен-
циал, подсчитывается число отрицательных точек спектра этого оператора. 
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Вопрос об оценке числа точек отри-
цательного спектра эллиптических операто-
ров изучался во многих работах [1]-[3]. 

В работе [4] рассматривались «квази-
эллиптические» операторы с постоянными 
коэффициентами в nR , в частности, таким 
является оператор  
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Установлено, что если ( )
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ре, ( )
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ного спектра с учетом их кратностей. Это 
утверждение оптимальное, т.е. существует 
( ) 0£xV , такая, что оператор L  имеет точно 

l  точек отрицательного спектра. Заметим, 
что l  есть число линейно независимых по-
линомов степени, не выше p  в nR . 

Результаты и метод работы [4] приме-
ним для операторов с переменными коэф-
фициентами вида: 
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где baab aa º – ограниченные измеримые 
функции в nR  такие, что 
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где 0, 21 >= constnm . 

В настоящей работе рассматриваются 
операторы вида (1) в nR , где выполняется 
условие (2), однако, 21,mm  могут быть функ-
циями. Таким образом, рассматриваются и 
вырождающиеся эллиптические операторы. 

Дифференциальный оператор L  опре-
деляется как неограниченный оператор 

( ) ( )nn RLRL 22 ®  с помощью форм.  
Будут установлены следующие теоремы. 

Теорема 1. Если ( ) ( ) 2/2
1 1

a
xCxm +£ , 

0³a , ( )xm2  строго положительна на каж-
дом компакте, 02 ³-- anm , ( ) 0£xV  име-
ет компактный носитель, то оператор L  
имеет, по крайней мере, al  точек отрица-
тельного спектра, где al  число полиномов 

степени не выше úû
ù

êë
é --

2
2 anm . 

Теорема 2. Если выполнены условия 
теоремы 1 с 0<a , то оператор L  имеет, 
по крайней мере, 0l  точек отрицательного 
спектра, где 0l  число полиномов степени 
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Везде при подсчете числа точек спек-
тра учитывается их кратность. 

Из общей теории эллиптических опе-
раторов следует, что на отрицательной по-
луоси спектр оператора L  дискретный, если 
выполнены условия теорем 1,2. 

Показывается, что оценки, приведенные 
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в теоремах 1,2, точные, т.е. существует 
( ) 0£xV  с компактным носителем такая, что 

число точек отрицательного спектра в точно-
сти равно al  при 0³a  и 0l  при 0<a . Теоре-
ма 1 содержательна только при 02 ³-- anm . 
Показывается, что если 02 <-- anm , то су-
ществует ( ) 0£xV такая, что спектр L  неотри-
цательный. 

При доказательствах используются сле-
дующие обобщения неравенства Харди: 

Лемма 1. Если  
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Лемма 2.  Если qna 2=+ , 0³q – це-

лое, ( ) ¥<uJ ma , , то  
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При изучении оператора L  большую 

роль играет квадратичная форма: 
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==n nR Rm

dxVudxuDDxauB 2
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которая определена на ( ) ( )nn RCRC
oo ¥¥ ´ . 

Следующее хорошо известное утвер-
ждение будет использоваться: если [ ]uuB ,  для 
всех EuÎ – подпространству ( )nRL2  размер-
ности k , то оператор L  имеет, по крайней 
мере, k  точек отрицательного спектра. 

  
Доказательство теоремы 1. Зафикси-

руем ( ) ( )1RCt
o ¥ÎQ , такую, что ( ) 1ºQ t  при 

1<t , ( ) 0ºQ t  при 2>t , ( ) 10 £Q£ t . Обо-

значим ns
n

ss xxx ...1
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nsss ++= ...1 . Оценим 

( ) ( )[ ]rxrxB ss ln,ln ee QQ ,   xr = . 
Используя условие (2) и проводя эле-

ментарные оценки, получим 
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если 022 £+-+ nmsa . 
Обозначим ( )rx s

s
s lneu Q= . Можно 

выбрать 10 << se  так, что если ss ¢¢¹¢ , 

als £¢ , als £¢¢ , то либо ( ) 1ln =Q rse  при 
( )rx s lnpsup ¢¢QÎ e , либо ( ) 1ln =Q ¢¢ rse  при 
( )rx lnpsup e ¢QÎ . В таком случае 
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,  достаточно малы. Функ-

ции su  линейно независимы. Если 

å =12
sC , то [ ] 0, 2 <=-£ constB sww  и 

форма [ ]uuB ,  отрицательна на пространстве 
размерности al , следовательно, L  имеет al  
точек отрицательного спектра. 

Теперь надо показать, что существует 
( )xV , такая, что число точек отрицательного 

спектра равно al . Пусть ( ) 02 <=-= constxV d  
при 1<x , ( ) 0ºxV  при 1>x . Покажем, что 
если d достаточно мало, то число точек отрица-
тельного спектра равно al . Если их окажется 
больше al , то рассмотрим 

å
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i
iiuCu ,   12 =å iC , 

где iu  ортонормированная система собст-
венных функций, соответствующих il . 
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Можно подобрать iC , так, что ( ) 00 =uDa  
при al£a . Применяя леммы 1,2 получим, 

что ( )uCJdxu anm
x

,,
1

2 £ò
<

. С другой стороны, 

( ) ( ) ££ ò dxuxVuJ
nR
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2

,, ò
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dxud  и при d  

маленьком имеем противоречие. 
Доказательство теоремы 2 проводится 

точно таким же путем. 
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      ELLİPTİK OPERATORUN MƏNFİ SPEKTRİNİN NÖQTƏLƏRİNİN  
SAYININ QİYMƏTLƏNDİRİLMƏSİ HAQQINDA 

 
R.V.Hüseynov 

 
Stasionar Şrödinqer operatorunu ümumiləşdirən yüksək tərtibli elliptik operatora baxılır. Əmsallar və potensial 

üzərinə müəyyən şərtlər daxilində bu operatorun mənfi spektrinin nöqtələri sayılır. 
 
Açar sözlər: elliptik operator, mənfi spektr, Hardi bərabərsizliyi, kvadratik forma 
 
 

ON ESTIMATION OF THE NUMBER OF NEGATIVE SPECTRUM 
POINTS OF ELLIPTIC OPERATORS 

 
R.V.Huseynov 

 
It is considered the elliptic operator of high order, which generates the stationary Schrоdinger operator. In some 

conditions on coefficients and potential the number of negative spectrum points of this operator is counted. 
 
Keywords: elliptic operator, negative spectrum, Hardy inequality, quadratic form 


