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УРАВНЕНИЯ РИККАТИ 
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Предложен базирующийся на алгоритмах линейных  матричных неравенств алгоритм 

построения стабилизирующего решения дискретных периодических уравнений Риккати, 
возникающих как в задачах управления, так и в задачах фильтрации. Отмечается возмож-
ность построения антистабилизирующего решения дискретного периодического уравнения 
Риккати. Показано, что данный алгоритм может быть эффективен и в случае т.н. моди-
фицированного алгебраического уравнения Риккати . 
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Введение  
Алгоритмы оптимизации по квадра-

тичному критерию качества линейных пе-
риодических систем привлекали и продол-
жают привлекать внимание исследователей 
(см., например, [1,2,6,9,10], где есть даль-
нейшие ссылки). Суть проблемы состоит в 
следующем. Пусть движение объекта опи-
сывается периодической системой конечно-
разностных уравнений   
 

      ),()()()()1( iuiixiix G+Y=+ i = 012, , ,...         (1) 
 
Требуется при x( )0 0¹  подходящим 

выбором стратегии управления (уравнения 
регулятора)  

                         

               u i f x i( ) ( ( ))=                            (2) 
 

минимизировать квадратичный критерий ка-
чества  
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на классе асимптотически устойчивых сис-
тем (1)+(2). 

Здесь x(i), u(i) - векторы фазовых коор-
динат и управляющих воздействий (штрих 
здесь и далее означает операцию транспони-

рования), матрицы Y( ),i  G( ),i  Q( ) ( ) ,i Q i= ¢ ³ 0  
C i C i( ) ( )= ¢ ³ 0  периодичны с периодом p , т.е. 
Y Y( ) ( ),i p i+ =     G G( ) ( )i p i+ =  и т.д.  

Известно (см.,  например,  [1,5]),  что 
уравнение оптимального регулятора (2) име-
ет следующий вид:  
 

[ ] ).()()1()()()()1()()( 1 ixiiSiiCiiSiiu Y+G+G+G¢-= -      (4)  
 
Определяющая закон оптимального 

управления последовательность симметрич-
ных матриц S j( )  удовлетворяет рекуррент-
ному соотношению  
      
     

).()()]1()())()1()(
)()(()1()1()[()(

1 jQjjSjjjSj
jCjjSjSjjS
+Y+G¢G+G¢+

+G+-+Y¢=
-

            (5)  

 
Таким образом, для определения закона 

управления (4) необходимо построить после-
довательность матриц S(j), удовлетворяющих 
соотношению (5). Отметим, что вследствие 
периодичности матриц, входящих в условие 
задачи, стратегия управления не изменится, 
если начало отсчета сдвинуть на p индексов 
(j = p,p+1,...). Поэтому искомая последова-
тельность матриц должна также удовлетво-
рять условию периодичности  

               
           S j p S j( ) ( ).+ =                              (6)  
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Решение уравнения (5) (последователь-
ность матриц ( ( ),..., ( ))S S p1 , которое обеспе-
чивает асимптотическую устойчивость сис-
темы (1) + (4), будем называть стабилизи-
рующим решением  периодического дискрет-
ного уравнения Риккати ПДУР. 

Однако, кроме стабилизирующего ре-
шения, ПДУР может иметь и другие реше-
ния, в частности, антистабилизирующее ре-
шение. Для нахождения таких решений 
можно использовать различные процедуры 
сведения ПДУР (5), (6) к дискретному ал-
гебраическому уравнению Риккати (ДАУР) 
(см., например [1,3,9]) и далее применить те 
или иные алгоритмы для построения таких 
решений этих ДАУР. Следует отметить и 
связанные с задачами фильтрации разност-
ные уравнения, аналогичные (5), но в кото-
рых изменена последовательность индексов 
j . Такого рода ПДУР можно получить по 

аналогии с [13], поставить в соответствие (5), 
ПДУР, стабилизирующее решение которого 
будет соответствовать антистабилизирую-
щему решению ПДУР (5), (6). Итак, пусть фи-
гурирующие в (5)  матрицы )j(C  имеют об-
ратные. Произведя замену )j(P)j(S 1--=  и пред-
ставив )j(H)j(R)j(H)j(Q 1-¢= , можем записать 
(5) в виде аналогичной (12.4.14), (12.4.15) [ 5 ]  
     

     )()())()())()()(
)()(()()()(()1(

1 jQjjPjHjHjPjH
jRjHjPjPjjP
+Y¢¢+

+¢-Y=+
- .

  
(7)

 

 
Это соотношение следует пополнить выра-
жением аналогичным (6):   

               )j(P)pj(P =+ .                        (8) 
 

Таким образом, найдя стабилизирующее ре-
шение  ПДУР (7), (8), можно в соответствии 
с )j(P)j(S 1--=  построить антистабилизи-
рующее решение ПДУР (5), (6).  

Отметим, что в [14] приведен бази-
рующийся на аппарате линейных матрич-
ных неравенств (ЛМН), алгоритм построе-
ния стабилизирующего решения ПДУР (5), 
(6). Ниже будет изложен также базирую-
щийся на ЛМН алгоритм построения стаби-
лизирующего решения ПДУР (7),(8), кото-

рый можно использовать для построения 
антистабилизирующего решения ПДУР (5), 
(6). Будет продемонстрировано, что бази-
рующийся на ЛМН алгоритм построения 
стабилизирующего решения ДАУР может 
(при соответствующей модификации) быть 
использован для построения решения т.н. 
модифицированного алгебраического урав-
нения Риккати (МАУР) (modified algebraic 
Riccati equation [15]). Эти алгоритмы могут 
быть использованы в различных навигаци-
онных задачах [8, 11, 12]. 

1.Решение ДАУР с помощью ЛМН. 
Стационарному варианту задачи (1),(3) со-
ответствует ДАУР, которое получается из 
соотношений (5),(6), если p = 1 : 
    
    .)( 1 QSSCSSS +YG¢GG¢+GY¢-YY¢= -       (9) 
 
Максимальное решение этого уравнения (это 
решение является стабилизирующим) может 
быть найдено путем использования процедур 
ЛМН. Согласно теореме 10 [14] искомое ре-
шение (9) имеет максимальный след ( ( ))tr S  
среди матриц S, удовлетворяющих следую-
щим неравенствам 

      

   
,0³ú
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SQSS  C S+ ¢ >G G 0.     (10) 

 
Другими словами, алгоритм определения 
искомого решения (9) сводится к определе-
нию матрицы S, имеющей максимальный 
след при выполнении условий (10). Реализа-
ция этого алгоритма может быть выполнена 
с помощью стандартной процедуры mincx.m 
пакета MATLAB [7]. 
В случае ПДУР (7), (8) при 1p = , аналогом 
(10) будут следующие ЛМН: 
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В [15] приводится МАУР, которое отличает-
ся от ДАУР (9) только параметром 1q0 << , 
а именно: 
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QS)SC(SqSS 1 +YG¢GG¢+GY¢-YY¢= - .   (12) 
В [15] приведены условия существования ре-
шения (12).  Аналогом ЛМН (10)  для МАУР 
(11) будут следующие ЛМН: 
 

     
0

q)SC(S
SSS

³
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ù

ê
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GG¢+YG¢
GY¢YY¢+-   0SC ³GG¢+      (13) 

 
Таким образом, алгоритм построения 

решения (12) состоит в максимализации сле-
да матрицы S , удовлетворяющей ЛМН (13). 

2. Приведение ПДУР к системе ДАУР. 
В [1, 9] показано, что в случае обратимости 
матриц C i( ) , искомое значение каждой из p 
матриц S(i) (i=1,...,p) является стабилизирую-
щим решением ДАУР  
 
  ),(),()()],()()[,()( 1 piRpiiSpiGiSIpiiS ++¢= - jj .  (14)  

 
Здесь и далее I - единичная матрица соот-
ветствующего размера, остальные матрицы, 
фигурирующие в (14), определяются сле-
дующими рекуррентными соотношениями:   
 
      ),n,i()]n,i(Q)n,i(GI)[ni()1n,i( 1j++Y=+j -         
      j( , ) ( )i i1 = Y   

)()()()(),(
)])(,()[()1,(

1

1

ininCininniG
inniGIniniG

+G¢++G++Y¢´

´+++Y=+
-

-

      
(15)

 

       G i i C i i( , ) ( ) ( ) ( ),1 1= ¢-G G  

        ),,()](),([
)(),(),()1,(

1 niinQniGI
inQniniRniR

j

j
-++´

´+¢+=+  

         R i Q i( , ) ( ).1 =  
 
Факторизовав симметричную матрицу 

G i p( , ) , т.е. представив ее в виде произведе-
ния трех матриц: G i p H i V i H i( , ) ( ) ( ) ( )= ¢-1 , пе-
репишем ДАУР (14) в более привычной 
форме: 

 

   ).,(),()]()())()()(
)()(()()()[,()(

1 piRpiiSiHiHiSiH
iViHiSiSpiiS

+¢¢+

+-¢=
- j

j     
 (16)

 

 
Таким образом, исходному ПДУР ста-

вится в соответствие совокупность ДАУР (их 
число равно p), определяемых соотношения-
ми (14), (15) или (15), (16). В [3] была предло-

жена следующая модификация соотношений 
(14),(15), позволившая исключить процедуру 
обращения матрицы C i( ) . Предполагая суще-
ствование матриц  

 

             
1))()()(()( -GG¢+= iiiCiD . 

 

Соотношения (14),(15) можно модифициро-
вать в виде [1], где в этих соотношениях уже 
не фигурируют матрицы C i-1( ) . Отметим, 
что в [9] была предложена процедура при-
ведения ПДУР к ДАУР с помощью преобра-
зования соответствующего матричного пучка. 

3. Решение ПДУР (5), (6) с помощью 
ЛМН.  Выше было отмечено, что ПДУР 
может быть сведено к системе, состоящей из 
p ДАУР, записанных, например, в форме 
(16)    i=1,2,…p 

 

( )
.),(),())()(

)()()()()()()()(,()( 1

piRpiiSiH
iHiSiHiViHiSiSpiiS

+¢´
´¢+-¢= -

j
j   (17) 

 

Очевидным образом, модифицируя описан-
ный в п. 1 алгоритм, для решения (17) (на-
хождения матриц S S p( ),..., ( )1 ) можно исполь-
зовать следующую процедуру: 
 

max J ,         J tr S S S p= + + +( ( ) ( ) ... ( ))1 2           (18) 
 

при условии выполнений 2p матричных не-
равенств:  j p=1,...,  
 

0)()()()(  

 0
)()()()(),()()(

)()(),(),(),()(),()(

>¢+

³ú
û

ù
ê
ë

é
¢+¢

¢+¢+-

jHjSjHjV
jHjSjHjVpjjSjH

jHjSpjpjRpjjSpjjS
j

jjj  

(19)

 

 

Таким образом, показана возможность 
сведения задачи решения ПДУР к стандарт-
ным процедурам ЛМН. 

Рассмотрим задачу max J  
      

J tr S S p= + +( ( ) ... ( ))1                           (20) 
 

при выполнении следующих 2p матричных 
неравенств 

 

,0)()()1()())()1()(
)()(()1()()()()1()(

1 ³+Y+G¢G+G¢+

+G+Y¢--Y+Y¢
- iQiiSiiiSi

iCiiSiiSiiSi      (21) 

        piiiSiiC ,...,2,10)()1()()( =>G+G¢+ .       (22) 
 

Отметим, что задачи, определяемые 
(18), (19) и (20)-(22) имеют одинаковые ре-
шения.  
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Так, обозначим результат решения за-
дачи (18), (19) как S S p( ),..., ( )1  и J , а 
~

( ),...,
~

( )S S p1  и ~J  – результаты решения зада-
чи (20)-(22). В [16] показано, что эти реше-
ния совпадают, т.е. показана невозможность 
следующей ситуации: S j S j j p( ) ~( ), ,..., ,¹ =1  ~J J> .  

Для окончательной формулировки пред-
лагаемого алгоритма перепишем нелинейные 
матричные неравенства (21) в виде эквива-
лентных им [4, 7] линейных матричных нера-
венств: 

 
0

)p()1(S)p()p(C)p()1(S)p(
)p()1(S)p()p(Q)p(S)p()1(S)p(

³
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

GG¢+YG¢
GY¢+-YY¢

. (23) 

 
Таким образом, алгоритм решения ПДУР 

можно сформулировать следующим образом. 
Искомое решение ПДУР (матрицы S S p( ),..., ( )1 ) 
определяется в результате решения следующей 
задачи: 

            
         max ( ( ),..., ( ))tr S S p1                    (24) 
 

при условии выполнения неравенств (22),(23). 
4. Решение ПДУР (10), (11) с помощью 

ЛМН. Рассмотрим задачу, аналогичную (20) 
–(22), применительно к ПДУР (10), (11), т.е. 
рассмотрим задачу 

 
max J ,    J tr S S p= + +( ( ) ... ( ))1              (25) 

 
при выполнении следующих 2p матричных 
неравенств 
      

    
,0)()()()())()()(
)()(()()()1()()()(

1 ³+Y¢+

+¢Y-+-Y¢Y
- iQiiSiHiHiSiH

iRiHiSiiSiiSi       (26) 

        piiHiSiHiR ,...,2,10)()()()( =>¢+ .           (27) 
 
Как и в случае задачи (22)–(24), можно ут-
верждать, что матрицы )i(Q , заменив мат-
рицами )i(Q)i(Q

~
£ ,  это не может привести к 

увеличению целевой функции (25). Таким 
образом, переписав неравенства (26) в виде, 
аналогичном (23): 

  
pi

iHiSiHiRiiSiH
iHiSiiQiSiiSi

,...,2,1

0
)()()()()()()(

)()()()()1()()()(

=

³ú
û

ù
ê
ë

é
¢+Y¢

¢Y++-Y¢Y    
(28)

 

можно, как и в п.3, сформулировать алго-
ритм построения стабилизирующего реше-
ния ПДУР (10), (11).Необходимо максими-
зировать (30) при выполнении ограничений 
(27), (28).  

Заключение 
Предложен базирующийся на ЛМН ал-

горитм построения стабилизирующего ре-
шения ПДУР, возникающий как в задачах 
управления, так и в задачах фильтрации. 
Отмечается возможность построения анти-
стабилизирующего решения ПДУР. Показа-
но, что данный алгоритм может быть эф-
фективен и в случае т.н. модифицированно-
го алгебраического уравнения Риккати [15]. 
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PERİODİK DİSKRET RİKKATİ TƏNLİYİNİN HƏLL  
ALQORİTMLƏRİ HAQQINDA 

 
F.Ə.Əliyev, V.B.Larin  

 
Xətti matris bərabərsizliklərinin alqoritmlərinə əsaslanan diskret periodic Rikkati tənliklərinin stabilləşdirici 

həllərinin qurulması alqoritmi, həm də antistabilləşdirici həllərinin qurulmasının mümkünlüyü qeyd olunmuşdur. 
Göstərilmişdir ki, bu alqoritm eyni zamanda modifikasiya olunmuş cəbri Rikkati tənliyi halında da effektiv ola bilər.  

 
Açar sözlər: cəbri Rikkati tənliyi, xətti matris bərabərsizliklər, periodik sistemlər  
 
 

ABOUT  ALGORITHM FOR SOLVING DISCRETE 
 PERIODIC RICCATI EQUATION 

 
F.A Aliev, V.B.Larin  

 
Is proposed, based on the algorithm of linear matrix inequalities, an algorithm for constructing of a stabilizing 

solution and indicates the possibility of constructing of solutions of antistabilizing of discrete periodic Riccati. It is 
shown that this algorithm can be effective in the case of the so-called modified algebraic Riccati equation. 

 
Keywords: algebraic Riccati equation, linear matrix inequalities , periodic system 

 
 


