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СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ  

ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ, ОПИСЫВАЕМОЙ   

СИСТЕМОЙ УРАВНЕНИЙ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА* 

 

Н.А.Алиев 1, А.П.Гулиев2, Р.М.Тагиев3  

 (Представлено академиком  НАН Азербайджана Ф.А.Алиевым ) 

 

Рассматривается краевая задача для двухмерной системы уравнений гипербо-

лического типа, возникающая при математическом моделировании процесса добычи 

нефти. Используя метод бесконечного ряда по фазовым координатам, доказывается как 

существование, так и единственность соответствующей краевой задачи. Результаты 

иллюстрируются на простом примере, когда данные из краевых условий постоянные и 

приводится аналитическое выражение для искомого решения. 

 

Ключевые слова: cистемы гиперболического типа, краевая задача, метод рядов, 

существование и единственность, газлифт 

 

Введение  

Как известно, способ газлифта [1] яв-

ляется сложным процессом при добыче 

нефти из глубинных скважин [2, 3] и требует 

создания адекватной математической моде-

ли, позволяющей автоматизировать добычу 

нефти [4,5]. Однако, как показали исследо-

вания в этой же области [1,6,7], в отличие от 

[4,5],  движения газа, газожидкостной смеси 

в разных областях описываются соответ-

ствующими краевыми  задачами с помощью 

системы уравнений гиперболического типа 

[8], где возникают вопросы о существовании 

и единственности решений. В данной рабо-

те, используя метод бесконечных рядов 

[8,9], доказывается теорема существования и 

единственности решений вышесказанной 

краевой задачи. На простом примере иллю-

стрируются результаты теоремы и показы-

вается, что решение данной краевой задачи 

может быть представлено в явном виде. 

Постановка задачи 

Рассмотрим следующую систему урав-

нений гиперболического типа, возникаю-

щую при моделировании газлифтного про-

цесса [6,7,10]                   
                                                           
 Работа поддержана совместным грантом НАНА и 

ГНКАР № 17, 2013-2015 гг. 
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заданные вещественные постоянные числа 

(каждый из параметров имеет свой физиче-

ский смысл [7]), 

),,,(),(),(),(),( 321111010  PtQtPtQtP  и 

),,,( 32112  Q  заданные непрерывные 

вещественнозначные функции, ),(),,( txQtxP  

искомые вещественные функции. Задача со-

стоит в определении решения ),(),,( txQtxP  

уравнения (1) с краевыми условиями (2), (3) и 

обсуждении вопросов их существования и 

единственности. Отметим, что упрощенные 

варианты моделирования, управления, стаби-

лизации и др. газлифтного процесса, получен-

ные из системы (1), подробно  обсуждены в 
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работах [11,12]. 

Также в [13] рассмотрены другие воп-

росы задачи оптимизации. 

Решение краевой задачи 

Решение задачи (1) - (3) будем искать 

в виде ряда по переменной  x , т.е. 
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дается с помощью формулы (3), а осталь-

ные коэффициенты )(, tP ki
и )(, tQ ki

при 

0;2,1  ki  из выражения (4) подлежат  

определению. 

Для определения этих коэффициен-

тов, дифференцируя (4) как по перемен-

ной x , так и по t  имеем:       
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Подставляя эти производные в сис-

тему уравнений (1),  учитывая линейную 

независимость kx  при 0k  для определе-

ния коэффициентов из ряда (4),  приходим к 

следующему разностному уравнению [14]  
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Заметим, что сперва при 1i  из (6), 

учитывая (2), определяются )(,1 tP k и 

)(,1 tQ k при 0k . 

Далее, для системы (6) при 2i , учи-

тывая граничные условия, полученные с 

помощью (3) и (5), определяем неизвестные 

функции )(,2 tP k
и )(,2 tQ k

при 0k . 

Эти неизвестные функции с помощью 

метода математической индукции из сис-

темы (6) определяются в следующем виде:                              
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 Этим установлено следующее утверж-

дение. 
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где  M-положительное число, то функции, 

определенные в виде (7) и (8), ограничены и 

ряды (4) сходятся абсолютно и равномерно. 

Действительно, доказательство приве-

денной теоремы следует из оценок, полу-

ченных из соотношений (7) и (8) в следую-

щем виде:     
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 Проиллюстрируем вышесказанные ре-

зультаты на следующем простом примере. 

Пример. Рассмотрим систему (1) при 

1i , где )(0,1 tP и )(0,1 tQ данные в гра-

ничном условии (2) являются постоянными, 

т.е.  ,)(,)( 0,10,1100,1 QtQPtP    где 0,10,1 , QP по-

стоянные. 

Тогда, если  исходить из (6), решение 

этого примера, приведенного в (4) при 1i , 

будет:    
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Таким образом, получаем явное пред-

ставление решения граничной задачи (1), (2) 

при 1i и постоянство граничных условий 

(2). Аналогично, при 2i , где из (3)    
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где непосредственной постановкой (9) и 

(10) в уравнение (1) легко можно показать, 

что они являются аналитическим решением 

краевой задачи (1), (3). 
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HİPERBOLİK TƏNLİKLƏR SİSTEMİ İLƏ TƏSVİR OLUNAN SƏRHƏD MƏSƏLƏSİNİN  

HƏLLİNİN VARLIĞI VƏ YEGANƏLİYİ 

 

N.A.Əliyev, A.P.Quliyev, R.M.Tağıyev  

 

İdeal  halda neft hasilatı prosesinin riyazi modelləşdirilməsi zamanı ikiölçülü hiperbolik tip tənliklər sistemi 

üçün sərhəd məsələsinə baxılır. Faza koordinatlarına nəzərən sonsuz sıra üsulu vasitəsi ilə bu sərhəd məsələsinin 

varlığı və yeganəliyi isbat olunur. Nəticələr, sərhəd şərtində verilənlər sabit olan hal üçün sadə misal üzərində 

illüstrasiya olunur və axtarılan həll üçün analitik ifadə qurulur.   

 

Açar sözlər: hiperbolik tip sistemlər, sərhəd məsələsi, sıralar üsulu, varlıq və yeganəlik, qazlift  

 

 

THE EXISTENCE AND UNIQUENESS OF THE SOLUTION OF A BOUNDARY PROBLEM 

DESCRIBED BY THE SYSTEM OF HYPERBOLIC EQUATIONS 

 

N.А.Aliev, А.P.Guliev, R.М.Таgiyev 

 

The boundary problem is considered for the system of two-dimensional hyperbolic equations using in 

mathematical modeling of oil production process. The existence and uniqueness of the considered problem is proved 

by using of the infinite series method relative to phace coordinates. Results are illustrated on the concrete example, 

and  when boundary conditions data are on the concrete example, and the analytical expression is given for the 

solution . 

 

Keywords: systems of hyperbolic type,  boundary problem,  series method,  the existence and unique-

ness,  gas lift  

 

 


