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В настоящее время суперсимметрия 
находит широкое применение в различных 
областях физики: в ядерной физике, физике 
элементарных частиц, в статистической фи-
зике, в теории конденсированного состояния 
и в теории гравитации [1]. Этому в немалой 
степени способствовало развитие суперсим-
метричной квантовой механики [2]. 

Известно, что система обладает су-
персимметрией, если существуют опера-
торы, генерирующие базе-ферми преобра-
зования и являющиеся интегралами движе-
ния. Поэтому в суперсимметричной кван-
товой механике очень важной является за-
дача о построении интегралов движения. 

Цель настоящей работы – построить 
интегралы движения для систем, являю-
щихся суперсимметричным обобщением 
нестационарного одномерного гармониче-
ского осциллятора и движения заряженной 
частицы в переменном квантующем маг-
нитном поле. В обычной квантовой меха-
нике интегралы движения для таких систем 
хорошо известны [3]. В связи с поставлен-
ной задачей следует отметить работу Додо-
нова и Манько [4], в которой рассмотрены 
интегралы движения для нестационарных 
квадратичных ферми-базе-систем, но в са-
мых общих чертах. 

При построении интегралов движения 
для нестационарных суперсимметричных 

систем будем требовать, следуя [3], комму-
тативности интегралов движения с опера-

торами 





 




st
i ˆ , где s̂  – гамильтониан 

соответствующей суперсимметричной зада-
чи. 

Одномерный суперсимметричный га-
мильтониан нестационарного гармониче-
ского осциллятора имеет вид [2] 
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x̂  – бозонный оператор, p̂  – канонически 

сопряженная ему переменная,   ixp ˆ,ˆ , 
̂  – два фермионных оператора, удовле-

творяющих условиям   ,1ˆ,ˆ    0ˆˆ 22    . 
Для этих фермионных операторов обычно 
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В этом представлении 
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Функции, удовлетворяющие уравне-

нию Шредингера 
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можно записать в виде вектора 
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Здесь и далее индекс "" f  относится к фер-
мионному состоянию, а ""b  – к бозонному. 

Введем суперзаряды 
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где оператор  
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и эрмитово сопряженный оператор Â  яв-
ляются интегралами движения соответст-
вующей несуперсимметричной задачи, т.е. 
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а функция )(t  есть решение для классическо-
го гармонического осциллятора 0)(2   t  
[3]. 
 

Легко проверить, что 
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и потому эти суперзаряды являются инте-
гралами движения. Кроме того,  
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Из неэрмитовых операторов Q̂  и 
Q̂ составим эрмитовый оператор 
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- интеграл движения рассматриваемой су-
персимметричной задачи.Отсюда следует, 
что решения   уравнения Шредингера (5) 
являются собственными функциями опера-

тора K̂ , 
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Из выражения (12) видно, что собст-

венные функции операторов  AA ˆˆ  и  AA ˆˆ  
выражены, ибо [3] 
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где tn,  – решение нестационарного урав-

нения Шредингера для гармонического ос-
циллятора с несуперсимметричным га-

мильтонианом .̂  Тогда для собственных 

функций оператора K̂  имеем 
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Суперсимметрия имеет место, если 
вакуумное состояние 0  не изменяется под 

действием оператора Q̂   
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Состояние 0  определим, исходя из 

формулы (18) 
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где t,0|  – вакуумное состояние системы, 

описываемой гамильтонианом ,̂ дается 
выражением [3]: 
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Функция 0  удовлетворяет уравнению Шре-

дингера (5), уравнению (18) и условию нор-
мировки. 

Таким образом, есть одно нормиро-
ванное вакуумное состояние, состоящее из 
простого бозе-состояния, а все другие со-
стояния системы являются спаренными – 
состоят из одного бозе – и одного ферми-
состояния. Эта ситуация аналогична ста-
ционарному случаю [2]. 

Нетрудно убедиться в том, что при 

суперсимметрии интегралы движения Q̂  
преобразуют фермионное и бозонное со-
стояния, входящие в одни и те же пары, 
друг в друга: 
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Отсюда следует, что два независимых 

интеграла движения Q̂  и Q̂  рассматри-
ваемой одномерной системы действительно 
являются суперзарядами. 

Перейдем теперь к задаче о движении 

заряженной частицы в нестационарном 
магнитном поле, описываемой гамильто-
нианом 
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Здесь ось z  направлена вдоль магнитного 
поля H


. Движение вдоль z  тривиально, и 

потому им пренебрегаем. 

Если учесть в HĤ  член Hz
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получим суперсимметричное обобщение 
рассматриваемой задачи [4]: 
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Непосредственным вычислением мож-

но убедиться в том, что операторы  
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коммутируют с оператором 
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т.е. являются интегралами движения. В 
формуле (24)  
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где ,ˆ 
HA  

HB̂  – интегралы движения соот-
ветствующей несуперсимметричной задачи 
[3], удовлетворяющие коммутационным со-
отношениям для бозе-операторов. 

Операторы  
HQ  являются суперзаря-

дами. Действительно, построим эрмитовый 
оператор 
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,ˆˆˆˆˆ   HHHHH QQQQK                 (26) 
 

являющийся интегралом движения. Опе-

ратор HK̂  удовлетворяет, как легко прове-
рить, следующим свойствам: 
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Здесь состояния tnn ,, 21  – решения неста-

ционарного уравнения Шредингера с HĤ  и 

уравнений 
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Для наличия суперсимметрии необходимо 
выполнение равенства, аналогичного (18): 
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Нетрудно показать, что существуют 
нормированные вакуумные состояния H0  
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где tn ,,0
2

 [3] вакуумные состояния со-

ответствующей несуперсимметричной за-
дачи: 
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В итоге получим 
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что кроме вакуумных состояний, являю-
щихся простыми бозе-состояниями, все со-
стояния системы представляют собой сово-
купность бозе-фермионных пар. 

Таким образом, для рассматриваемой 
двумерной суперсимметричной задачи по-
строены четыре независимых интеграла 
движения, два из которых являются супер-
зарядами-генераторами суперсимметричных 
преобразований, переводящих фермионные 
и бозонные состояния одной и той же пары 
друг в друга. 

 
 

ЛИТЕРАТУРА 

 
1. Supersymmetry in Physics. – Phys., 1985, D15, 
p.1. 
2. Cooper F., Freedman B.  - Ann. Phys., 1983, v. 
146, p.262. 
3. Малькин И.А., Манько В.И. Динамические сим-
метрии и когерентные состояния квантовых сис-
тем. М.: Наука, 1979. 
4. Додонов В.В., Манько В.И. – Тр. ФИАН, 1983, 
т.152, c.145.

Институт физики им. Г.М. Абдуллаева  
                                                      НАН Азербайджана 

 



 ДОКЛАДЫ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АЗЕРБАЙДЖАНА, 2014, ТОМ LXX, №1  

MƏRUZƏLƏR    ▬◄►▬    REPORTS    ▬◄►▬    ДОКЛАДЫ 

32 

SUPERSİMMETRİK  KVANT  MEXANİKASI 
VƏ HƏRƏKƏT İNTEQRALLARI 

 
R.Q.Ağayeva 

 
Qeyri-stasionar birölçülü harmonik ostillyatorun və dəyişən kvantlayıcı maqnit sahəsində hərəkət edən yüklü 

zərrəciyin  supersimmetrik ümumiləşdirilməsi olan sistemlər üçün hərəkət inteqralları qurulub. 
 
 

SUPERSYMMETRİC QUANTUM MECHANİCS 
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İntegrals of motion for the systems being supersymmetric generalization of non-stationary one-dimensional 

harmonic oscillator and of motion of a charged particle in a non-stationary quantizing magnetic field are con-
structed. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


