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УДК 517.5                                                Математика 

 
О БАЗИСНОСТИ РИССА ВЫРОЖДАЮЩЕЙСЯ 

 СИСТЕМЫ ЭКСПОНЕНТ 
 

А.Р.Сафарова  
(Представлено академиком НАН Aзербайджана А.Дж.Гаджиевым) 

 
 Рассматривается система экспонент с вырождающимся коэффициентом. Изу-
чаются базисные свойства этой системы в весовом лебеговом пространстве функций. 
Получен критерий базисности Рисса. 
  

Ключевые слова: базисность Рисса, система экспонент, вырождение, весовое 
пространство 

  
 

1. Введение 
 Еще в 1946 г. Н.К.Бари [1] поставил 
вопрос о существовании нормированного 
базиса в гильбертовом лебеговом простран-
стве, не являющимся базисом Рисса. Пер-
вый подобный пример построен К.И.Ба-
бенко [2]. Эту идею развил в своей работе 
Г.Ф. Гапошкин [3]. В работе [4] найдено 
необходимое и достаточное условие на вес 
относительно базисности классической 
системы экспонент в весовом пространстве 
Лебега. Этим условием является известное 
условие Макенхоупта (см. напр. [5]). Ба-
зисности системы экспонент, косинусов и 
синусов с линейной фазой в весовом про-
странстве изучены в работах [6-8]. К этому 
кругу вопросов можно отнести также рабо-
ты [9;10]. Из результатов этих работ в част-
ности следует, что если вес   имеет вырож-
дение, то система экспонент не образует ба-
зис Рисса в ;2L . 

 В предлагаемой работе рассматрива-
ется базисность системы экспонент с вы-
рождающимся коэффициентом в весовом 
пространстве. В этом случае вырождаю-
щаяся система экспонент может образовы-
вать базис Рисса в весовом пространстве. 

 
2. Необходимые понятия и факты 

 Через Z  как обычно обозначаем це-
лые числа. Пусть X  некоторое банахово 

пространство. Линейную оболочку множе-
ства XM   обозначим через  ML , а за-

мыкание через .M  XL банахово про-
странство ограниченных операторов, дей-
ствующих в .X   

Система   Xx Nnn   называется пол-

ной в X , если    .XxL Nnn   Она называет-

ся минимальной в X , если   ,knnk xLx   

Nk .  
Система   Xx Nnn   называется 

минимальной в ,X если   ,knnk xLx   

.Nk   

Система   Xx Nnn   называется ба-

зисом в X , если для ,Xx  
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
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n

nnNnn xxK  . 

 Базис   Xx Nnn   в гильбертовом про-

странстве называется базисом Рисса, если 
существует автоморфизм XXT : , та-
кой, что NneTx nn  , , где   Nnne   орто-

нормированный базис в X .  
   ,;;  pp LL  весовое простран-

ство Лебега с нормой 
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3. Основные результаты 
 Пусть 0  п.в. на   ,  некото-

рая весовая функция и 
 ,,;;   pp LL ,1  p  соответст-

вующее весовое пространство. 
Сопряженное к ;pL пространство 

отождествляем с ;qL , где 1
11


qp
. Функ-

ционал ,gl  порожденный функцией ;qLg , 

определяется выражением  
 

        ,, ;






 pg Lfdtttgtffl  

 

где   комплексное сопряжение. Рас-
смотрим систему экспонент     Eet Zn 

int

 с 

вырождающимся коэффициентом :  
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где         Rt r
k

r
k  01 ,0\,  . Положим 

     ttt p 
1

 . Нетрудно установить спра-
ведливость следующей леммы.  

Лемма 1. Пусть ., pL  Тогда сис-

тема E  полна в ;pL  , если     0tt  , 

п.в. на   ,  . 

В действительности, если ,qLf   ан-

нулирует систему E , т.е. 
 

         ,,0int







 Zndtttfet    (1) 

 

то функция        tftttf ~
 аннулирует 

систему   .int Ee Zn  Нетрудно заметить, 

что 1

~
Lf  . Так как система E  полна в 

        ,:,,0  ffCfC   

где    ,C пространство непрерывных 

на   ,  функций sup -нормой и 

  *0
1 , CL  ( *X сопряженное к X  

пространство ), то из соотношения (1) не-

посредственно следует 0f  п.в. на 
  , . 

Так же справедлива следующая 
Лемма 2. Пусть 0  п.в. на   ,  

и  ;pL . Тогда система E  минимальна в 

;pL  только тогда, когда система E  ми-

нимальна в pL . 

Совершенно очевидно, что E  мини-

мальна в ;pL  тогда, когда имеет место 

1
1 Lqq   . Более того, минимальность 

системы E  в ;pL эквивалентна минималь-

ности системы E  в ~;pL , где  p~ . Ис-

пользуя эти простые соображения легко 
доказать следующую теорему. 

Теорема 1. Пусть  ;pL  и 0p  

п.в. на   , . Тогда система E  образует 

базис в ;pL  ( при 2p  базис Рисса) толь-

ко в том случае, если система E  образует 
базис в ~;pL  ( при 2p  базис Рисса). 

Предположим, что система E  обра-

зует базис в ;pL  и   ;qZnn Ly   соответст-

вующая биортогональная система. В этом 
случае система E  минимальна в ~;pL  и 

биортогональная к ней система имеет вид 
      .,~ 1 Zntytty n

p
n    Возьмем ~;pLf   

и рассмотрим частичную сумму 
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 ZnFn  , , где      tfttF  . Нетруд-

но заметить, что ;pLF  . Итак 
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Из соотношения (2) следует тре-

буемое, так как, по предположению систе-
ма E  образует базис в ;pL . Аналогичным 

образом устанавливается справедливость 
обратного утверждения. 

Рассмотрим случай 2p . Предполо-

жим, что система E  образует базис Рисса в 

;2L . Тогда существует автоморфизм 

 ;2;2: LLT  , такой, что    ZneetT n  ,int , 

где   Znne   некоторый ортонормированный 

базис в ;2L . Положим  
 

Znenn   ,1 . 
 
Из соотношений 
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 Zkn  , , 

следует, что   Znn   ортонормированная в 

~;2L  система. Определим оператор T  вы-

ражением  
 

 ,1 fTfT 
 ~;2Lf  . 

 

Ясно, что T  линейный оператор. Покажем, 

что он ограниченно действует в ~;2L . Так 

как,  ;2LLT  , то ясно, что имеет место  
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где M независящая от f  постоянная. Ис-
пользуя это соотношение легко получаем 
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так как  ~;2LF  . Отсюда непосредственно 

следует, что   ;2LLT  . Покажем, что 

 0TKer . Пусть TKerf  , т.е.  
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так как 01   п.в. на   , . Следова-

тельно,  0TKer . Найдем 1
T . Пусть 

Tg Im   и gfT  . Тогда  
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Аналогичным образом доказывается, что 

 .;2
1

 LLT  Нетрудно заметить, что 

 ~;2Im LT  . Таким образом, T  является 

автоморфизмом в ~;2L . Имеем   

 
        int1int etTteT 

     ttet nn   1 , Zn . 

 
Отсюда непосредственно следует, что сис-
тема   Zne 

int  образует базис Рисса в ~;2L . 

Аналогичным способом доказывается об-
ратное утверждение.  
 Далее будем пользоваться следую-
щим условием Макенхоупта  
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где sup  берется по всем интервалам 

  ,I  и I  есть лебегова мера I .  
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 Класс весов, удовлетворяющих усло-
вию Макенхоупта обозначим через pA . Из-

вестно, что система E  образует базис в ве-
совом пространстве Лебега, когда вес удов-
летворяет условию Макенхоупта. Таким 
образом, справедлива следующая  
 Теорема 2. Система E  образует ба-

зис в ;pL  только тогда, когда pA~ . 

 Рассмотрим случай 2p . По результа-
там работы [3] в этом случае система E  обра-
зует базис Рисса в ~;2L  только тогда, когда ~  

в нуль и в бесконечность не обращается, т.е. 


  L

1~ . Следовательно, справедлива 

 Теорема 3. Система E  образует ба-

зис Рисса в ;2L  только тогда, когда 
  


  L

1~ . 
 

Доказательство непосредственно сле-
дует из теоремы 1. В действительности, 
система E  образует базис Рисса в ;2L  

только тогда, когда система E  образует ба-
зис Рисса в ~;pL , а это имеет место только 

тогда, когда 
  L

1~ . 

 Автор выражает глубокую благодар-
ность проф. Б.Т. Билалову за постановку 
задачи и внимание к ее решению.  
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CIRLAŞAN EKSPONENT SİSTEMİNİN RİSS BAZİSLİYİ HAQQINDA 
 

A.R.Səfərova 
 

Cırlaşan əmsallı eksponent sistemə baxılmışdır. Funksiyaların çəkili Lebeq fəzasında bu sistemin bazislik 
xassələri öyrənilmişdir. Riss bazisliyi üçün kriteriya alınnmışdır.  

 
Açar sözlər: Riss bazisliyi, eksponent sistemi, cırlaşma, çəkili fəza 

 
 

ON RIESZ BASICITY OF THE DEGENERATE SYSTEM OF EXPONENTS 
 

A.R.Safarova 
 

A system of exponents with degenerate coefficient is considered. The basis properties of this system in the 
weighted Lebesgue space of functions is studied and a criterion for Riesz basicity is obtained. 

 
Keywords: Riesz basicity, system of exponents, degeneration, weighted space  


