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УДК 517.5                                                                                 Математика 

 
 

О ВЕКТОРНОМ КЛАССЕ ХАРДИ 
 

Т.И.Наджафов 
(Представлено академиком НАН Азербайджана А.Дж.Гаджиевым) 

 
Рассматриваются векторные классы  XLp  и  XH p , где X  банахово простран-

ство являющиеся обобщениями аналогичных пространств Лебега и Харди для скалярного 
случая. Исследуются базисы из подпространств в  XLp  и доказывается справедливость 

формулы Сохоцкого-Племеля для интеграла типа Коши.  
 
Ключевые слова: Лебега и Харди векторные классы, базисы из подпространства, 

интеграл типа Коши 
 

1. Введение 
Классы Харди играют важную роль во 

многих вопросах математики и в том числе 
в гармоническом анализе. Теория этих 
классов достаточно хорошо изучена и ей 
посвящены известные монографии, напр. 
[1-3] и др. Их абстрактным обобщениям 
посвящено много работ (см. напр. [4-11]). 
Краевые задачи Римана в классах Харди в 
скалярном случае также достаточно хоро-
шо изучены и освещены в монографии [12]. 
Один абстрактный вариант этой задачи был 
рассмотрен в банаховой алгебре с точки 
зрения приложения к факторизации опера-
торов (см. напр. [10]). Непосредственное 
обобщение этих задач в конечномерном 
случае хорошо изучено и его теория разра-
ботана в монографии [13]. 

В предлагаемой работе рассматрива-
ется именно бесконечномерный случай рас-
сматриваемых пространств. Сформулирова-
ны естественные аналоги классических за-
дач Римана в классах Харди и, при опреде-
ленных ограничениях, доказана их кор-
ректная разрешимость.  

 
2. Классы  XLp

  

Будем пользоваться понятием базиса 
подпространств. Пусть X  некоторое B –
пространство. Система из подпространств 

  XXX Nknkn 


,;  называется базисом в ,X  

если для ,Xx  существует единственная по-

следовательность   Nnnx 
 ,   nn Xx  такая, что 

 











 
11 n

n
n

n xxx . 

 

Пусть X – сепарабельное B – про-
странство. Обозначим через  XLp  класс 

функций   ,2,0: X измеримых (силь-
но либо слабо, безразлично, в силу сепара-
бельности X ) и таких, что 

 

    pdtt
p

X

p

p
1,

2

1 2

0






 , 

 

где 
X

норма в .X  При таком определе-

нии нормы,  XLp  превращается в сепара-

бельное B – пространство. Функции из 
 XLp , совпадающие почти всюду (по мере 

Лебега), отождествляются.  
 

Пусть последовательность  
    XLpNnn   сходится к  XLp  в 

 XLp , т.е.  n
p

pn ,0 . 
 

Тогда можно выбрать такую подпоследова-
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тельность  
Nknk 

 , что 
 

    





1

2

0k

p

Xn dttt
k



 . 

 

Отсюда по теореме Беппо-Леви получаем, 
что ряд 

   





1k

p

Xn tt
k

  

 

п.в. сходится, и в результате 

    ,,0  ktt
p

Xnk


 
п.в. на  .2,0   

Следовательно, из каждой сходящейся в 
 XLp последовательности можно выде-

лить п.в. сходящуюся подпоследователь-
ность. 
 Обозначим через    XL k

p  подпро-

странство пространства  XLp , образован-

ное функциями вида ,, Xaaeikt  где 
Zk целое число. 

 Пусть  1
11

:
qp

q сопряженное к p  

число. Аналогичным образом определяем 
пространство  XLq  и семейство его под-

пространств    
Zk

k
q XL


. Известно, что (см. 

напр. [9;14])  *XLq
 можно отождествлять с 

  *XLp
 и произвольный элемент 

  ** XLp  реализуется элементом 

 *XLq  с помощью  

       XLfdttftf p 



2

0

** , , 

где    ** , ff значение функционала 
*  на элементе f . Покажем, что 

 

     XLXL k
p

k
p 






.

, 

 

т.е.  XLp  имеет место разложение 
 

  t 


k
k

ikte  , 

где ZkXk  , . Сперва покажем, что 

система     
Zk

k
p XL


 полна в  XLp . Пусть 

элемент   ** XLp  аннулирует все 
  XL k
p , Zk  , т.е. 

 
      ZkXLff k

pkk  ,,0* . 

 
Пусть  *XLq  реализующий эле-

мент .* kf  имеет вид   ., Xffetf ikt
k   

Таким образом, имеем  
 

   ZkXfdttfeikt  ,,0,
2

0



 . 

 
Отсюда следует, что    0, tf   п.в. на 

 2,0 , т.е.    ,0, tf  ,\ fEIt где 

 2,0I  и .0fmesE Пусть XX ~
 счет-

ное всюду плотное в X  множество. Поло-
жим .~ f

Hf
EE


 Ясно, что .0mesE  Из 

   ,0, tf  EItXf \,
~   следует, что 

  ,0t .\ EIt Полнота системы 
    

Zk

k
p XL

  
в  XLp  доказана.  

 Пусть  XLf p  и kf  ее коэффи-

циент Фурье, т.е.  
 

  




2

0

.
2

1
dtetff ikt

k

 
 

Ясно, что ZkXfk  , . Рассмотрим опера-

тор       ZkXLXLP k
ppk  ,: : k

ikt
k fefP  . 

Нетрудно заметить, что имеет место 
 

ZjiPPP jijji  ,, , 

 
где ij символ Кронекера. Применяя не-

равенство Гельдера, получаем, что опера-
тор kP  непрерывен. Рассмотрим частичные 

суммы 
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



n

nk
kn PS ,  0  NZn .   (1) 

 

Учитывая выражения kP  в (1), совершенно 

аналогично классическому случаю полу-
чаем 
 

    NndftDfS nn   ,
2

1 2

0






, 

 

где  tDn ядро Дирихле 

 

  Nn
t

tn

tDn 






 

 ,

2
sin2

2

1
sin

. 

 
Имеем 
 

    
Nnd

tf
tfS X

Xn 


  ,

2
sin22

1 2

0








. 

Отсюда непосредственно получаем 
 

      ,
2

1 2

0

dttfГfS
p

X

p

pn 



   

(2) 

 
где Ã преобразования Гильберта 

 

  tÃf
  








d
tf





2

0

2
sin22

1
. 

 

Всюду мы будем считать функцию 
f периодически продолженной (с перио-
дом 2 ) на всю ось R . Так как преобразо-
вание Гильберта ограниченно действует в 

   pLp 1,2,0  , то из (2) непосредст-

венно следует   
   
     NnfcfS

pppn  , , 

 
где pc зависящая только от p  постоян-

ная. В результате получаем, что семейство 

проекторов   NnnS   равномерно ограничено 

в  XLp . Тогда известно, что (см. напр. 

[15]) система   ZnnP   образует базис в 

 XLp . Следовательно,  XLf p  имеет 

разложение в  XLp : 

 

     









n

n
n

n fetfPtf int . 

 

Совершенно очевидно, что такое раз-
ложение единственное. Таким образом, 
справедлива 
 Теорема 1. Семейство проекторов 
  ZnnP   образует сильный базис в  XLp , 

т.е.  

     XLXLPI n
p

n
p

n
n 









 . 

 

Положим 
 

    0,0:  nfPXLfXL npp . 
 

 XLp
  является подпространством про-

странства  XLp . Возьмем   :XLf p


 
 

  





0

int

n
nfetf .                         (3) 

 

Пусть  1:  zCz  и  1:  zCz . 

Обозначим через  rP ядро Пуассона 

 

 
2

2

cos21

1

rtr

r
tPr 


 . 

 

Обратив внимание на соотношение 
 

    




2

0

10,0,
2

1
rkdsestPre iks

r

kit , 

 
из (3) непосредственно получаем 

  

  


0k
k

kit fre     




2

02

1
dssfstPr . 
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Положим 
 

   





0k

k

kitit frereF . 

Итак 
 

      




2

02

1
dssfstPreF r

kit . 

 
Из этой формулы следует, что справедлива 
следующая обобщенная теорема Фату [4]: 
 Теорема Ф.  itreF  сильно в X  стре-

мится к  tf , когда itrez   некасательно 

стремится к ite , оставаясь в единичном 
круге, для всякой точки t , для которой  

   





st

st

tfdf
s


2

1
 сильно при 0s , 

т.е. почти всюду. 
 Аналогичным образом, используя со-
отношение 
 
















0,,
2

1
kz

z

d

i
z

k
k , 

 
получаем формулу 
 

               
   


 


 




,
2

1

z

df

i
zF

 
               (4) 

где    tfef it  .  
 

Справедлива следующая 
  

Теорема 2. Пусть X  сепарабельное B -
пространство с сепарабельным сопряжен-
ным *X  и    pXLf p 1, . Тогда от-

носительно функции  zF , определенной 
выражением интеграла типа Коши (4), 
имеет место формула Сохоцкого-Племеля  

 

       SffF 

2

1
, п.в.   . 

 

Более того, если  XLf p
 , то имеют ме-

сто соотношения  
 
 

      0lim
01


 pr

r
tftfT , 

 
ppr fMfT  , 

 

где либо  rr PT  оператор Пуассона, либо 

 rrT K оператор Коши, 10:  rr  и 
M независящая от f  постоянная.  
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HARDİ VEKTOR SİNİFLƏRİ 
 

T.İ.Nəcəfov 
 

X  Banax fəza olduqda  XLp  və  XH p  vector siniflərinə baxılır. Bu siniflər skalyar halda oxşar Lebeq 

və Hardi siniflərinin ümumiləşməsidir. Həmçinin  XLp  fəzasında alt fəza bazisinə baxılmışdır. Koşi tipli inteqral 

üçün Soxotskiy-Plemel düsturunun doğruluğu isbat olunub. 
 
Açar sözlər: Lebeq və Hardi vector sinifləri, alt fəza bazisi, Koşi tip inteqral 

 
 

ON VECTOR CLASSES HARDY 
 

T.İ.Najafov 
 

Vector classes  XLp  and  XH p  are considered, where X  is a Banach space. These classes are the 

generalizations of similar Lebesgue and Hardy classes in scalar case. Subspace bases in  XLp  are also considered. 

The validity of Sokhotski-Plemelj formula for the Cauchy type integral is proved.  
 
Keywords: Lebesgue and Hardy vector classes, subspace bases, Cauchy type integra 


