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(AMEA-nın akademiki F.Ə.Əliyev tərəfindən təqdim edilmişdir) 
 

Məqalədə müstəvi üzərində verilmiş məhdud oblastın sadə fiqurlarla örtülməsi məsələsinə baxılır. 

Sadə fiqurlar kimi mərkəzləri məhdud oblastın xaricində olan dairə sektorları götürülür. Müxtəlif radi-

uslu dairə sektorlarınıın mərkəzi nöqtələrini elə seçmək tələb olunur ki, bu sektorlar, məhdud oblastı ta-

mamilə örtsün və cəminin məhdud oblastın sahəsinə olan nisbəti minimum olsun. 

 

Açar sözlər: optimal örtmə, oblastın diskretləşdirilməsi, diskret optimallaşdırma 

 

GiriĢ 

Müstəvi üzərində olan oblastın sadə fi-

qurlar ilə örtülməsi məsələsi bir çox iqtisadi, 

texniki, coğrafi məsələlərin həllində qarşıya çı-

xan mühüm problemlərdən biridir. Hərbi xarak-

terli bəzi məsələlər də bu problemə gətirilə bi-

lər. Qeyd etmək lazımdır ki, çoxluğun sadə ele-

mentlərlə xarici (örtülmə) və daxili (yerləşdir-

mə) approksimasiya məsələsi Laqranj və Qaus 

zamanlarından məlum olmuşdur. Məsələn [1-3] 

işlərində müxtəlif müstəvidə müəyyən oblastın 

kiçikdiametrli dairələrlə örtülməsi məsələsinə 

baxmışlar. [4] işində P.D. Lebedev qabarıq ol-

mayan birəlaqəli çoxluğun dairələrlə optimal 

örtülməsi üçün iterasiya üsulu təklif etmişdir. 

Bu tip problemlər regionlarda nəqliyyat şəbəkə-

sinin qurulması və ya kompüter şəbəkələrində 

server mərkəzlərinin tapılması məsələlərində də 

qarşıya çıxa bilər. [5, 6] 

Bu tip işlərin təhlili göstərir ki, burada sa-

də fiqurlar, əsasən, dairə formasında olur ki, 

onların da mərkəzi örtülən oblastın daxilində 

yerləşir. Dairə mərkəzlərinin örtüləcək oblastın 

xaricində yerləşdiyi hallar da maraq kəsb edir. 

Bu halda, dairənin bir hissəsi oblastdan kənarda 

qaldığından belə örtməyə ehtiyac qalmır. Bütün 

dairənin deyil, onun müəyyən mərkəzi bucağa 

malik olan sektoru ilə örtmə əməliyyatını apar-

maq daha məqsədəuyğundur. Qeyd edək ki, [1-

6] işlərdə hər hansı oblastın optimal örtülməsi 

məsələsi həll edilir ki, bu da oblastın ən kiçik 

radiuslu dailələrlə örtülməsini ehtiva edir. Məh-

dud qabarıq olmayan oblastın mərkəzləri bu ob-

lastdan kənarda yerləşən verilmiş radiuslu dairə 

sektorları ilə optimal örtülməsi dedikdə o başa 

düşülə bilər ki, bu sektorların birləşməsi oblastı 

tamamilə örtsün və bu sektorların örtüləcək ob-

last ilə kəsişmələrinin sahələri cəmi maksimum 

olsun.  

 

 
Şəkil 1. Qabarıq olmayan oblastın sektorlarla  

örtülməsi
 

 

1. Məsələnin qoyuluĢu. Fərz edək ki,  
D  müstəvi üzərində yerləşən, məhdud, ümu-

miyyətlə qabarıq olmayan bir oblastdır (şək.1). 

Müstəvi üzərində yerləşən və D  oblastına daxil 

olmayan bir n sayda  
iO nöqtələri çoxluğu gö-

türək ki, bu çoxluğun hər bir elementi üçün 

DOi   olsun. Yəni iO  nöqtələri müstəvidə D  

oblastından kənarda yerləşir. Bundan başqa fərz 

edək ki, mərkəzləri iO  nöqtələrində olan müx-
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təlif  radiuslu dairələr çəkilmişdir. Bu dairələrin  

mərkəzi bucağı  olan sektorlarını götürək və 

onları  ),,( ii rOP  işarə edək. Qeyd edək  ki, 

burada bəzi sektorların  radiusları üst-üstə dü-

şə bilər. Radiusları müxtəlif olan sektorların sa-

yını   ilə işarə edək. Aydındır ki, n  ola-

caqdır. 

Tərif 1. n

iUD 1 ),,( ii rOP münasibəti 

ödənildiyi təqdirdə deyəcəyik ki,   ),,( ii rOP  

sektor toplusu D  oblastını örtür. 

Tərif 2. D  oblastını örtən  ),,( ii rOP  

sektor toplusu o zaman optimal örtük adlanır ki, 

onların D  oblastından kənarda qalan hissələrin 

sahələrinin cəmi minumum olsun. Yəni, 
 

min\),,((
1

 
DrOPSJ

n

i ii       (1) 

 

Burada, )(KS  müstəvidəki K  oblastının sahə-

sidir. 

Tərif 1-dən göründüyü kimi D  oblastının  

),,( ii rOP  sektor toplusu ilə örtülməsi o de-

məkdir ki, hər bir Dyx ),(  nöqtəsi üçün elə 

birv
 

),,( ii rOP  sektoru var ki, onun üçün
 

).,,(),( ii rOPyx  Qeyd edək ki, belə 

),,( ii rOP  sektorları bir neçə də ola bilər. Op-

timal örtüyün tapılması alqoritmi ondan ibarət 

olacaqdır ki, sektorların  
iO  mərkəz nöqtələri-

nin yeri elə dəyişdirilməlidir və elə ),,( ii rOP  

sektorları qurulmalıdır ki,  ),,( ii rOP  sektor 

toplusu D  oblastını örtsün və (1) ifadəsinə mi-

numum versin. 

Qeyd edək ki, ),,( ii rOP sektoru birqiy-

mətli təyin olunur. Belə ki, dairədə iO mərkəzi 

bucağı   olan istənilən qədər sektor götürmək 

olar. Belə sektoru birqiymətli vermək üçün 

dairənin mərkəzi iO  və radiusu 1r  kəmiyyətlə-

rini və   mərkəzi bucağını vermək kifayət de-

yil. Sektorun birqiymət alması üçün   bucağı-

nı əmələ gətirən tərəflərin, yəni dairənin radi-

uslarının istiqamətləri də konkret olaraq veril-

məlidir. Fərz edək ki, həmin istiqamətlərin azi-

mutları uyğun olaraq, 1  və 2  ( 1 < 2 ) olsun 

(şək.2).  
 

 
Şəkil 2. Mərkəzi O olan və  mərkəzi  

bucaqlı sektor 

 

Şəkil 2-dən göründüyü kimi                        

12  
 
şəklində tapıla bilər. Yəni o mər-

kəzini və r  radiusunu, habelə sektoru təşkil 

edən radiuslara uyğun azimutları versək, onda 

),,( ii rOP  birqiymətli təyin oluna bilər. Bu 

halda i  nömrəli sektoru ),,,( 21

ii

ii rOP   şək-

lində vermək daha məqsədəuyğundur. Bu halda , 

məsələ elə iO  mərkəz nöqtəsinin və buna uy-

ğun elə 
i

1 , 
i

2  azimutlarının tapılması məsələ-

sinə gətirilir ki, (1) münasibəti ödənilsin. Bura-

da, 12    şərti ödənilməlidir.   konkret 

sabit bir bucaq olarsa, onda təkcə 1  (yaxud da 

2 ) bucağının tapılması kifayətdir. Burada fərz 

edilir ki, ir
 
radiusları ixtiyari deyil və onlar 

konkret qiymətlər alırlar. Bizim halda fərz edi-

rik ki, sektorlar iki müxtəlif ( r və R ) radiuslu 

sektorlardır. Bundan əlavə fərz edək ki, r radi-

uslu sektorların sayı m , R  radiuslu sektorların 

sayı l -dir. Bu halda, lmn   olacaqdır. 

2. Oblastın optimal örtüyünün tapıl-

ması alqoritmi.  İndi isə tərif 2-yə uyğun opti-

mal örtüyün alqoritminin tapılması məsələsinə 

baxaq. Əvvəlcə (1) düsturu təyin edilmiş funk-

siyanın şəklini dəyişdirəcək. iO  nöqtələri müs-

təvidə verilmiş nöqtələr olduğundan onların YX 0  

Dekart koordinat sistemində ),( iii yxO  şəklində 

göstərilə bilər. Bu halda, ),,( ii rOP sektorunu 

),,,( iii ryxP şəklində yaza bilərik. Onda 

),(,,,(( iiiiii yxFryxPS   şəklində yazıla bi-

lər. ir -lər ya r , ya da R -ə bərabər olduqların-
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dan, biz m  sayda ),(),(2 iiiii yxFyxF  ),1( mi   

və l sayda ),(),( iiiiiR yxFyxF  lmmi  ,1(  

funksiyalarını alırıq. Onda (1) ifadəsindən 

funksiyanı  

 

),(

),(),,...,,,,(

1

2

1 22211

ii

lm

mi R

ii

n

inn

yxF

yxFyxyxyxF













 (2) 

 

şəklində yaza bilərik. Beləliklə, optimal örtü-

yün tapılması məsələsi elə  ),)...(,(),,( 2211 mm yxyxyx                           

və  ),),...(,( 11 mmmm yxyx 
 nöqtələrinin tapılması 

məsələsinə gətirilir ki, (2) funksiyası minumum 

qiymət alsın. 

 Məsələnin qoyuluşunda fərz etmişdik ki, 

 nöqtələri D  oblastının daxili nöqtəsi deyil. 

Bu isə o deməkdir ki, Dyx ),( 11  şərti ödənil-

məlidir. ),( 11 yx  nöqtələrinin axtarıldığı oblastı 

daha dəqiqləşdirək. Fərz edək ki,  

 

    Dyxxx  ),(maxmax , 

  Dyxxx  ),(minmin ,            

 Dyxyy  ),(maxmax , 

 Dyxyy  ),(minmin , 

   

Təpə nöqtələri ( ), ( ), 

( ) və ( ) olan düzbucaqlını 

Q  ilə işarə edək (şək. 3). 

                                                         
Şəkil 3. D oblastını özündə saxlayan  

Q düzbucaqlısı 

 

Aydındır ki, QD  . Sektorların ),( ii yx mər-

kəz nöqtələrini DQ /  oblastında axtarmaq daha 

məqsədəuyğundur. 

 

),,...,,,,(),,...,,,,( 21243212211 nnnn zzzzzzyxyxyx 

 

ilə işarə etsək (2)-nin maksimumunun tapılmasını  

 

min,,...,,( 21221  nn zzttF             (3) 

 

məsələsinə gətirə bilərik.  ),,...,,( 221 nzzzz      

DDDDK
m

i   ...1
 işarə etsək, onda 

 çoxdəyişənli funksiyasının  oblastından 

maksimumunun tapılması məsələsinə gətiririk. 

 

min,)( zF     KZ             (4) 

 

(4) şərti optimizasiya məsələsini həll etmək 

üçün cərimə funksiyası metodundan istifadə 

edək. Cərimə funksiyası kimi aşağıdakını götü-

rək. 














KZzm

KZ
z

22
)1(

0
)(           (5) 

 

Bu funksiyaları istifadə etməklə (1) optimizasi-

ya məsələsinin əvəzinə 

 

min)()(
)(

 zzFf k

t

m                (6) 

 

şərtsiz optimizasiya məsələsinə baxaq. Fərz 

edək ki, (4) şərti optimizasiya məsələsinin həlli, 

yəni )(zF  funksiyasının K  çoxluğunda minu-

mumu ,
0

Z  (6)-nın isə m
Z 0

 nöqtəsidir. Onda 

asanlıqla göstərmək olar ki,  

 

00lim ZZ
m

m 
                       (7) 

 

ödənilir. Daha döğrusu, elə böyük  ədədi tap-

maq olar ki, 
00 ZZ

m
  olsun. Deməli, (4) şərti 

optimizasiya məsələsini həll etmək üçün (6) 

şərtsiz optimizasiya məsələsinin həllini m -in 

böyük qiymətlərində tapmaq kifayətdir, (6) 

şərtsiz optimizasiya məsələsinin həlli qradiyent 

üsulu ilə 
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m Zf                (8) 

ardıcıl yaxınlaşması ilə tapmaq olar ki, burada da 
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    (9) 

 

kimi təyin olunur. Burada, )(zf m  müəyyən 

şərtləri ödəyirsə, (8)-lə müəyyən edilən iterasi-

ya ilə tapılan k
Z ardıcıllığı yığılan ardıcıllıq 

olacaqdır. Yəni .h

k
fZ   

 Oblastın diskretləĢdirilməsi və diskret 

optimallaĢdırma məsələsinin həlli 

Əvvəlki bənddə biz məsələni kəsilməz 

halda həll etməyə çalışırdıq. Orada biz məsələni 

(6) şərtsiz optimallaşdırma məsələsinə gətirmiş-

dik. Bu məsələnin həlli üçün müxtəlif üsullar 

mövcud olsa da, onun həllinin tapılması hər za-

man mümkün olmaya bilər. )(zf m  funksiyası 

lazımi şərtlərinin yoxlanılması çətin məsələlər-

dən biridir. Bu səbəbdən də, başqa alternativ 

yollar axtarmaq lazım gəlir. Bu üsullardan biri 

də diskretləşdirmə üsuludur. 

 Bu üsuldan istifadə etmək üçün şəkil 3-də 

verilmiş Q  düzbucaqlısını aşağıdakı qaydada 

şəbəkələrə bölək (şək. 4).  

 
Şəkil 4. D oblastının və Q düzbucaqlısının  

diskretləşdirilməsi 

 

Tutaq ki, xn  və 
yn  hər hansı natural 

ədəddir. ,minmax

x

x
n

xx
h




y

y
n

yy
h minmax   işa-

rə edək. Onda şəbəkənin düyün nöqtələrini aşa-

ğıdakı şəkildə təyin edə bilərik: 
 

,min xi ihxx  ,0i xn  

,min yi jhyy  ,0j
yn               (10) 

 

Asanlıqla görmək olar ki, ,min0 xx 
maxxx

xh   

və ,min0 yy  .maxyy
yh   

),( iiij yxz   kimi işarə edək. On-

da ),0,,0( yxij hjhiz   nöqtələri Q düzbucaq-

lısını approksimasiya edən şəbəkənin düyün 

nöqtəsi olacaqdır. Yəni .Qz ij   Aydındır ki, 

Dzij   və ya Dzij   ola bilər.  Tutaq ki,  

 

 ,QzzQ ijij 
      DzzD ijij 

     (11) 

 

düyün nöqtələri çoxluğudur. [7] Asanlıqla gör-

mək olar ki, 


 QD . 

(1) funksionalını diskretləşdirilməsi üçün əv-

vəlcə ),,( ii rOP  sektorlarını approksimasiya 

edək. Tutaq ki, 

iP çoxluğu 

  

 ),,(),( iiiiijiji rOPyxzzP 
       (12) 

 

düsturu ilə təyin edilir. )(AN  ilə A  sonlu çox-

luğunda elementlərin sayını qeyd edək. Onda 

)\(


DPN i
 ifadəsi ),,( ii rOP sektoruna daxil 

olub, D  oblastına daxil olan 
ijz  düyün nöqtələ-

rinin sayını ifadə edəcəkdir. Onları bütün i -lər 

üzrə cəmləsək, (1) ifadəsinin diskret variantını 

almış oluruq.  

JJ  = min)\(
1





n

i

i DPN          (13) 

Beləliklə,  məsələ elə  

     

 


 DQyxz iiij \),(                (14) 

 

nöqtələrinin tapılmasına gətirilir ki, bu halda 

(13) funksionalı minumum qiymət alsın. Bu isə 

diskret optimizasiya məsələsidir ki, onun da 

həlli üçün müxtəlif üsullar mövcuddur. [8, 9] 
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(13), (14) diskret optimizasiya məsələsi 

ümumiyyətlə qeyri-xətli diskret optimallaşdır-

ma məsələsidir. 

Belə diskret optimallaşdırma məsələlərinin 

həllini tapmaq üçün dinamik proqlamlaşdırma, 

variantların ardıcıl təhlili metodu, budaqlar və 

sərhədlər üsulu, evristik və təqribi metodlar, ardı-

cıl planlar metodu, simpleks-metod, kəsilmələr 

metodu, Qamori alqoritmi və s. kimi metodlar iş-

lənmişdir [10]. Bu metodlardan istifadə etməklə 

biz (13), (14) diskret optimallaşdırma məsələsinin 

həllini tapa bilərik ki, bu həll də xn  və 
yn  bölgə-

lərinin artan qiymətlərində (4) optimallaşdırma 

məsələsinin həllinə yaxınlaşacaqdır ki, bu da  

oblastını örtən optimal örtüyü təmin edəcəkdir. 
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OPTĠMĠSATĠON ALGORĠTHM OF TRANSFER OF LĠMĠTED AREA WĠTH BASĠC ELEMENT’S  

ON THE FLATNESS 

 

R.R. Maharramov, E.Q. Hasımov, S.R. Kalbiyeva 

 

The article deals with the issue of covering a given limited area on a plane with simple figures. Circle sectors 

whose centers are outside the limited area are taken as simple figures. It is required to choose the center points of circle 

sectors with different radii in such a way that these sectors completely cover the limited area and the ratio of the sum of 

the areas of these sectors to the area of the limited area is minimal. 
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АЛГОРИТМ ОПТИМИЗАЦИИ ПЕРЕНОСА ЭЛЕМЕНТОВ ПРОСТОГО ТИПА НА  

ПЛОСКОСТИ ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ 

 

Р.Р. Магеррамов,  Э.Г. Гашимов, С.Р. Калбиева  

  

В статье рассматривается вопрос покрытия на плоскости заданной ограниченной области простыми фигурами. 

За простые фигуры принимаются сектора кругов, центры которых находятся за пределами ограниченной обла-

сти. В качестве центральных точек требуется выбрать круговые сектора с разными радиусами так, чтобы эти 

сектора полностью покрывали ограниченную площадь и отношение суммы площадей этих секторов к площади 

ограниченной области было минимальным. 
 

 Ключевые слова: оптимальное покрытие, покрытие площади простыми фигурами, дискретизация пло-

щади 
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